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Kapitel 0

Vorwort

0.1 Die Besonderheit der Mathematik

0.1.1 Die Rolle der Beweise

Im Gegensatz zu den Naturwissenschaften kann die Mathematik keine Gegenstédnde der Welt als
ihr Forschungsobjekt auszeichnen.

So richtig gut funktioniert das in keiner Naturwissenschaft, aber eine Biologin die befragt wird,
was ihr Forschungsobjekt sei, kann zumindest versuchen auf Pflanzen und Tiere zu zeigen. Eine
Physikerin kann die Newtonschen Gesetze immerhin anhand von Billiardkugeln veranschaulichen.
Aber eine Mathematikerin wird sich schwertun einen Gegenstand zu finden der den Primzahlen
entspricht.

Diese simple Intuition ist natiirlich philosophisch sehr viel komplexer und diskutabel, denn auch
die Newtonschen Gesetze, oder die Evolutionstheorie sind natiirlich selber keine Gegensténde in
der Welt.

Dennoch gibt es eine wichtige Konsequenz: Die Naturwissenschaften konnen letztlich Theorien
durch Experimente tiberpriifen. Die (falsche) Behauptung, dass eine fallende Kugel im Vakuum
schneller fallt je schwerer sie ist, lasst sich (mit erheblichem Aufwand, ein geeignetes Vakuum
zu finden) prinzipiell testen und widerlegen. Diese Widerlegung durch ein Experiment nennt
man Falsifikation. Auch hier gibt es philosophische Feinheiten, die zeigen, dass diese Falsifikation
ganz so simpel wie sie scheint doch nicht ist. Es bleibt aber, dass die Naturwissenschaften das
Experiment als fundamentalen Teil der Forschung haben.

Die Mathematik hat solche Experimente nicht. Natiirlich kénnte man die falsche Behauptung
2 + 2 = 5 dadurch widerlegen, dass man in einen leeren Beutel zunichst 2 Kartoffeln und dann
nochmal 2 Kartoffeln legt und dann nachzahlt und feststellt, dass nun 4 Kartoffeln im Beutel
liegen.! Die wahre Aussage dass 2 + 2 = 4 gilt wird aber nicht deshalb geglaubt, weil wiederholte
Experimente wie das mit den Kartoffeln stets die Aussage bestitigt haben. Das sieht man zum
einen daran, dass eine Aussage wie

10000000000000000000000000000 + 1 = 10000000000000000000000000001 .

wohl noch nie getestet wurde, sie aber dennoch geglaubt wird. Andererseits wiirde kaum jemand
die Wahrheit von 2+2=4 anzweifeln wenn in einem Beutel in den man 2 Kartoffeln und dann
nochmal 2 Kartoffeln gelegt hat tatsachlich 5 Kartoffeln liegen wiirden. Vielmehr wiirden die aller
meisten davon ausgehen, dass man sich verzahlt habe, der Beutel zu Beginn doch nicht leer sei,
das Experiment sabotiert wurde etc.

'Bei der Durchfiihrung dieses Experiments wurden keine Kartoffeln verletzt. Die Mathematik ist und bleibt die
einzige Wissenschaft, in der man mit Kartoffeln experimentieren darf, ohne dafiir einen Ethikantrag stellen zu miissen.



Diese Schwierigkeit und Besonderheit der Mathematik ist spétestens seit der griechischen
Antike bekannt. Sie inspirierte Philosophen von PLATON zu RENE DESCARTES iiber IMMANUEL
KANT und dem in Jena wirkenden GorTLOB FREGE in die Gegenwart mit PENELOPE MADDY.
Die Philosophiegeschichte ist voll von Versuchen zu klaren, was mathematische Wahrheit iiber-
haupt sei. Wir werden hier nun nicht weiter darauf eingehen und verweisen an entsprechende
Vorlesungen der Philosophischen Fakultét.

Das antike Griechenland verstand nicht nur das Problem sondern prasentierte auch eine
Losung: Statt Experimente nutzt die Mathematik strenge Argumente um Wahrheit zu finden.
Dabei entwickelte die Mathematik Standards dazu was ein gutes mathematisches Argument
ausmacht und wie dieses von Intuition und Bauchgefiihl zu unterscheiden ist.

Wihrend bis in das 19. Jahrhundert hinein die auf EukLiD zuriickgehende Auffassung vor-
herrschte, dass ein rigoroses Argument letztlich eine geometrische Konstruktion sei, setzte sich in
der Moderne die gegenldufige Auffassung durch, dass mathematische Argumente dann besonders
iiberzeugend sind, wenn sie logische, womdoglich sogar formal-logische Argumente sind.

Diese Besonderheit der Mathematik erklért ihren besonderen Fokus auf Rigorositat, Prazision
und Korrektheit.

0.1.2 Historisches

So wie die Physik hat auch die Mathematik Ende des 19. Jahrhunderts und Anfang des 20. Jahr-
hunderts tiefgreifende wissenschaftliche Revolutionen erlebt. Wahrend die Revolutionen in der
Physik mit den popkulturell bekannten Namen von EINSTEIN, SCHRODINGER und HEISENBERG
verbunden sind, bleiben die dhnlich fundamentalen Umwélzungen in der Mathematik oft weniger
sichtbar und erscheinen bisweilen gesichtslos.

Dabei war die Mathematik dieser Zeit alles andere als randsténdig: Insbesondere Géttingen
entwickelte sich zu einem der bedeutendsten Zentren mathematischer Forschung weltweit. Namen
wie DAviD HIiLBERT, FELIX KLEIN oder EMMY NOETHER stehen exemplarisch fiir eine Phase
auflergewohnlicher intellektueller Dichte.

Die Neuerungen in der Mathematik selbst fithrten zu einer zunehmenden Abstraktion. Be-
griffe die wir in dieser Vorlesung kennenlernen, wie Vektorraum, Gruppe oder Ring wurden in
ihrer heutigen Form herausgearbeitet. Diese Abstraktion war dabei nicht Selbstzweck, sondern
erwies sich als auflerordentlich fruchtbar: Sie ermoglichte eine Vielzahl neuer Einsichten und
Entwicklungen, die aus der modernen Mathematik kaum wegzudenken sind.

Das Verstandnis des abstrakten Vektorraumbegriffs und des abstrakten Gruppenbegriffs war
zugleich Motor und Resultat dieses Fortschritts.

Exemplarisch dazu kann man die Mathematikerin Emmy Noether herausgreifen. Ihr Wirken war
nicht nur fiir die abstrakte Algebra von tiefer Bedeutung sondern spielte auch fiir die Entwicklung
der allgemeinen Relativitatstheorie und der Quantenmechanik eine nachhaltige Rolle. Im Anhang
finden sich weitere Informationen zu ihrem bewegten Leben.

Da die Schulmathematik diese tiefgreifenden Veranderungen in der Mathematik nur unvoll-
standig durchlaufen bzw. verarbeitet hat ist der Grad der Abstraktion und des Formalismus in der
Hochschulmathematik selbst fiir mathematisch interessierte Studierende haufig ein Kulturschock.

Daher werde ich auch immer wieder historische Zusammenhéange beleuchten. Um eine Rein-
waschung ebendieser Geschichte zu verhindern ist es dabei leider auch unabdingbar ebenfalls auf
historische Verbrechen einzugehen, die mit diesen historischen Zusammenhingen eng verwoben
sind.



Abbildung 1: Emmy Noether (1882-1935), eine der bedeutendsten Mathematikerinnen des 20.
Jahrhunderts. Ihre Arbeiten zur abstrakten Algebra und Symmetrie hatten tiefgreifenden Einfluss
auf die moderne Mathematik und Physik.

Quelle: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Emmy Noether (3x4 cropped).jpg. Publisher: Mathematical

Association of America, Brooklyn Museum, Agnes Scott College.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Klassische Logik

Logik war als Theorie der richtigen Argumentation seit der Antike bekannt und von ARISTOTELES
standardisiert. Mit der neuen Aufgabe als Grundlage fiir mathematische Beweisfithrung veranderte
sich auch die Logik fundamental.

Wir werden uns hier aus didaktischen Griinden nicht die moderne formale Logik in ihrer vollen
Pracht und Komplexitit erarbeiten, sondern eine vereinfachte, aber dennoch wirkméchtige Form
darstellen.

Betrachten wir einige logische Argumente in einer Form, die dem Verstandnis von ARISTOTELES
nahekommt.

Pramisse 1 Alle Menschen sind sterblich.
Pramisse 2 Sokrates ist ein Mensch.
Konklusion Sokrates ist sterblich.

Aus den beiden Pramissen, also Annahmen, wird die Konklusion, also die Schlussfolgerung,
abgeleitet. Dieses Argument kénnte man vereinfacht auch so darstellen:

Alle Menschen sind sterblich
Sokrates ist ein Mensch
Sokrates ist sterblich

Der Ursprung der Logik als Wissenschaft lasst sich vielleicht auf die Erkenntnis zuriickfiihren,
dass wir zum Verstandnis eines Arguments gar nicht wissen miissen, wer oder was ein Sokrates ist.
Auflerdem miissen wir nicht wissen, was Menschen sind, und schlie3lich auch nicht, was sterblich
bedeutet.

Das Argument funktioniert genauso, wenn man schreibt

Alle Beamten sind langsam
Platon ist ein Beamter

Platon ist langsam
Wir kénnen uns sogar vollig unbekannte Quatsch-Begriffe benutzen:

Alle Simsalabims sind fluselmutig
Quirinella ist ein Simsalabim
Quirinella ist fluselmutig




Nun erschlief3t sich uns zwar nicht mehr die Bedeutung der Aussagen, aber der Schluss bleibt
stimmig. Dies fithrt dazu, dass man Platzhalter oder Variablen benutzen kann:

Alle A sind X
Bistein A
Bist X

Leitbeispiel 1.1.1 (Logik im Labor). Diese Schlussformen sind keine philosophische Antiquitét:
Jeder physikalische Schluss benutzt sie. Als Leitbeispiel begleitet uns deshalb ein Szenario aus

dem Praktikum.
Alle Metalle leiten Strom

Kupfer ist ein Metall
Kupfer leitet Strom

Das ist exakt die Sokrates-Form von oben — nur mit anderem Inhalt. Und genau darum geht es:
Ob dieser Schluss trigt, hangt nicht davon ab, ob wir etwas von Festkorperphysik verstehen. Die
Form garantiert: Wenn beide Pramissen wahr sind, dann ist auch die Konklusion wahr. Ob die
Pramissen wahr sind (leiten wirklich alle Metalle?), ist dagegen eine empirische Frage — dafiir
ist das Labor zustiandig, nicht die Logik. Diese Arbeitsteilung zwischen Form und Inhalt ist die
Kernidee des ganzen Kapitels. Wir spielen sie im Folgenden an jeder Schlussform einmal im Labor

durch.
Wir betrachten nun ein sehr dhnliches typisches Argument.
Pramisse 1 Alle Philosophen sind Denker.
Pramisse 2 Alle Denker sind Menschen.
Konklusion Alle Philosophen sind Menschen.

Dieses Argument ist ein klassisches Beispiel fiir den sogenannten Barbara-Syllogismus.!

Auch hier konnen wir die konkrete Bedeutung vollstdndig austauschen:

Alle A sind B
Alle B sind C
Alle A sind C

Ein zweites Beispiel zeigt eine andere Struktur, namlich eine partikulare Aussage:

Pramisse 1 Alle Katzen sind Saugetiere.
Pramisse 2 Einige Haustiere sind Katzen.

Konklusion Einige Haustiere sind Sdugetiere.

'Ich erlaube mir hier eine kleine Ergéinzung zu dem Ursprung der Namen der Syllogismen: Die Namen wie Barbara,
Celarent, Darii usw. stammen aus der mittelalterlichen Logik. Sie sind Merkworter, in denen die Vokale die Struktur
des Schlusses kodieren: A steht fiir universell bejahende Aussagen (,Alle A sind B®), E fiir universell verneinende, I fiir
partiell bejahende und O fur partiell verneinende.

Das obige Argument hat die Form A-A-A, also zwei universell bejahende Pramissen und eine universell bejahende
Konklusion. Als Merkregel hat man sich dann dafiir den Namen Barbara ausgedacht, denn dieser hat die drei A’s als
seine Vokale.



Auch dies lisst sich formal darstellen als:

Alle A sind B
Einige C sind A
Einige C sind B

Leitbeispiel 1.1.2 (Logik im Labor: Ketten und Teilaussagen). Beide Formen tragen physikalisches
Gewicht. Die Barbara-Kette stapelt Klassifikationen:

Alle Elektronen sind Leptonen
Alle Leptonen sind Fermionen
Alle Elektronen sind Fermionen

So vererben sich Eigenschaften entlang von Begriffshierarchien: Was fiir alle Fermionen gilt (etwa
das Pauli-Prinzip), gilt automatisch auch fiir Elektronen. Ob Sie wissen, was ein Lepton oder das
Pauli-Prinzip ist, ist dabei tibrigens absichtlich egal — genau wie bei den Simsalabims: Der Schluss
tragt durch seine Form, nicht durch Fachwissen.

Die partikulare Form steckt in jeder Stichprobe:

Alle Edelgase sind reaktionstrage
Einige Bestandteile der Luft sind Edelgase
Einige Bestandteile der Luft sind reaktionstrage

Bemerke den Unterschied in der Reichweite: Aus ,alle” und ,einige” folgt nur ,einige®. Die Logik
buchhaltet automatisch mit, wie viel Allgemeinheit ein Argument hochstens transportieren kann.

Ein anderes wichtiges Argument ist der sogenannte Modus Tollens.” Dieser gehért nicht zur
klassischen Syllogistik des Aristoteles, da eine der Pramissen bereits eine Implikation ist.

Pramisse 1 Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.
Pramisse 2 Die Strafie ist nicht nass.
Konklusion Also regnet es nicht.

In abstrahierter Form schreibt man:

Wenn A, dann B
Es gilt nicht B
Es gilt nicht A

Leitbeispiel 1.1.3 (Logik im Labor: Modus Tollens ist das Experiment). Im Praktikum:

Wenn der Stromkreis geschlossen ist, leuchtet die Lampe
Die Lampe leuchtet nicht
Der Stromkreis ist nicht geschlossen

“Der Name Modus Tollens kommt aus dem Lateinischen und bedeutet “die verneinende Schlussweise”. Er beschreibt
die Regel, dass man aus einer Implikation und der Verneinung der Konsequenz auf die Verneinung der Voraussetzung
schlieflen darf.



Und eine Stufe grofier gedacht:

Wenn die Theorie stimmt, zeigt das Experiment den Effekt
Das Experiment zeigt den Effekt nicht

Die Theorie stimmt nicht

Das ist die Falsifikation aus dem Vorwort, destilliert auf ihre logische Form: Der Modus Tollens
ist die Schlussweise, mit der Experimente Theorien widerlegen. (Dass in der Praxis oft eher eine
Zusatzannahme fallt — ,das Messgerat war wohl kaputt” — andert nichts an der Form, sondern
nur daran, welche Primisse man aufgibt.)

Diese verschiedenen Formen von Aussagen und Schlussweisen wurden bereits in der antiken
Logik systematisch unterschieden, insbesondere bei ARISTOTELES, der unterschiedliche Figuren
und Modi von Syllogismen klassifizierte.

Der Schritt hin zur klassischen Logik bestand wie oben dargestellt unter anderem darin zu
erkennen, dass die Schlussfolgerung auch dann funktioniert, wenn man von der konkreten
Bedeutung der beteiligten Begriffe absieht. Das Studium der Logik bestand dann darin verschiedene
Schlussfolgerungsarten aufzustellen und zu studieren.

Beispiel 1.1.4 (Ein verfithrerischer Fehlschluss). Nicht jede Schlussform ist giiltig, und die
ungiiltigen tragen Anziige, die den giiltigen zum Verwechseln dhnlich sehen. Vergleiche mit dem
Modus Tollens:

Wenn die Sicherung durchgebrannt ist, leuchtet die Lampe nicht
Die Lampe leuchtet nicht
Die Sicherung ist durchgebrannt

Hier konnen beide Pramissen wahr sein und die Konklusion trotzdem falsch: Vielleicht ist einfach
nur die Glithbirne kaputt. Dieser Fehlschluss (klassisch: ,Bejahung der Konsequenz®) verwechselt
,wenn A, dann B“ mit ,wenn B, dann A",

Aber Vorsicht: Trifft die kaputte Glithbirne nicht genauso den giiltigen Modus Tollens von
oben? Stromkreis geschlossen, Birne kaputt, Lampe aus — Konklusion falsch? Nein, und der
Unterschied ist genau der Punkt: Mit kaputter Birne ist dort die erste Prdmisse falsch, denn ,Wenn
der Stromkreis geschlossen ist, leuchtet die Lampe® stimmt mit kaputter Birne nicht mehr. Ein
giiltiger Schluss verspricht nur: Sind alle Pramissen wahr, dann ist auch die Konklusion wahr. Ein
ungiiltiger Schluss verspricht nicht einmal das — beim Fehlschluss oben sind beide Pramissen
wahr und die Konklusion trotzdem falsch.

Daran sieht man zweierlei. Erstens: Um eine Schlussform als ungiiltig zu entlarven, geniigt ein
einziges inhaltliches Gegenbeispiel, in dem die Pramissen wahr sind und die Konklusion falsch ist.
Zweitens: Es lohnt sich, Schlussformen mechanisch priifen zu kénnen, statt sich auf das Gefiihl
zu verlassen — genau das leistet die formale Aussagenlogik im néchsten Abschnitt.

1.2 Formale Aussagenlogik

Der Schritt zur formalen Logik ldsst sich nun unter anderem dadurch kennzeichnen, dass diese
starren Formen verlassen werden und auch die Worter wie ,wenn ...dann“ ,und®, ,oder” als
eigenstiandige Objekte untersucht werden.

1.2.1 Syntax - Die Formeln der Aussagenlogik

Um logische Argumente systematisch untersuchen zu kénnen, miissen wir zunéchst festlegen,
welche Ausdriicke wir tiberhaupt als Formeln zulassen.
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Die grundlegende Idee der Aussagenlogik besteht darin, ganze Aussagen als unzerlegte Ein-
heiten zu betrachten. Wir ersetzen konkrete Aussagen wie ,Es regnet” oder ,Die Straf3e ist nass®
durch sogenannte Aussagevariablen, die wir meist mit Groflbuchstaben wie A, B, C, ... bezeichnen.

Aus solchen Aussagevariablen kdnnen wir mit Hilfe von logischen Verkniipfungen neue Aussa-
gen zusammensetzen. Die wichtigsten dieser Verkniipfungen sind:

« ANB (gesprochen: ,A und B“)

« AV B (gesprochen: ,A oder BY)

« 7A  (gesprochen: ,nicht A)

« A— B (gesprochen: ,wenn A, dann B®)

Diese Symbole erlauben es uns, komplexe Aussagen formal darzustellen.

Beispiel 1.2.1. Es stehe A fiir ,Es regnet” und B fiir ,Die Straf3e ist nass®.
« Die Aussage ,Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass” wird zu
A — B,
wobei A fur ,Es regnet” und B fir ,Die Strafle ist nass” steht.
« Die Aussage ,Es regnet und die Strafle ist nass” wird zu

A A B.

« Die Aussage ,Es regnet nicht® wird zu

-A.

Auch einige der zuvor betrachteten Argumente lassen sich nun formal ausdriicken.

Beispiel 1.2.2 (Modus Tollens). Das Argument

Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.
Die Straf3e ist nicht nass.
Also regnet es nicht.

lasst sich in der Aussagenlogik schreiben als

A— B
_B
-A

Allerdings hat die Aussagenlogik auch klare Grenzen. Insbesondere kénnen wir Aussagen wie
,Alle Menschen sind sterblich® oder ,Einige Haustiere sind Katzen® nicht direkt in dieser Sprache
ausdriicken. Der Grund ist, dass solche Aussagen iiber alle oder einige Objekte sprechen und
damit eine innere Struktur besitzen, die in der Aussagenlogik nicht sichtbar gemacht wird.
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So konnen wir mit Aussagenlogik zwar den Schluss

Wenn A, dann B.
Nicht B.
Also nicht A.

formal korrekt erfassen, aber ein Argument wie

Alle A sind B.
Alle Bsind C.
Also alle A sind C.

entzieht sich dieser Darstellung, da die Beziehungen zwischen den einzelnen Objekten nicht
sichtbar sind.

Um auch solche Aussagen prazise behandeln zu kénnen, werden wir im weiteren Verlauf die
Sprache erweitern. Dies fithrt uns zur Prddikatenlogik, in der wir {iber einzelne Objekte und ihre
Eigenschaften sprechen konnen. Wir bleiben aber zunachst bei der Aussagenlogik um diese besser
verstehen zu kénnen.

Wir setzen uns nun naher mit den einzelnen logischen Symbolen auseinander.

Definition 1.2.3. Wir beginnen mit einer (unendlichen) Menge von atomaren Aussagen. Der
Einfachheit halber bezeichnen wir die atomaren Aussagen mit lateinischen Grof3buchstaben
A, B,C,.... Wir lernen nun Verkniipfungen (Junktoren) kennen, mit denen wir aus einfachen
Aussagen kompliziertere bauen konnen. Die in diesem Prozess entstandenen (méglicherweise
zusammengesetzten) Aussagen bezeichnen wir mit griechischen Kleinbuchstaben «, §, ..., ¢, ¢, ....

Negation: Zunichst betrachten wir die Negation, also die Verneinung. Wenn « eine Aussage ist
dann ist auch —a eine Aussage. Wir interpretieren —« als die Behauptung dass « falsch sei.

Konjunktion: Nun kommen wir zur Konjunktion, also dem logischen Und. Wenn « und f
Aussagen sind, dann ist auch a A f eine Aussage. Wir interpretieren o A fals die Behauptung,
dass sowohl aals auch fwahr sind. Zusammen mit der Negation kénnen wir schon komplexe
Aussagen formulieren:

(a A B) A (y).

Bei zusammengesetzten Aussagen benutzen wir Klammern, um deutlich zu machen, worauf
sich was bezieht. Das ist notwendig, denn

—aAf

und
—(a A B)

sind verschiedene Aussagen.

Aufgabe: Geben Sie den Aussagen a und f verschiedene alltagliche Bedeutungen. Ma-
chen Sie sich anhand von diesen Beispielen klar, dass —a A fund =(a A f) tatsachlich
unterschiedliche Aussagen sind.

Disjunktion: Nun kommen wir zur Disjunktion, also dem logischen Oder. Wenn « und f Aussa-
gen sind, dann ist auch a v f eine Aussage. Wir interpretieren « v f als die Behauptung,
dass o oder f wahr ist. Dabei darf auch sowohl o als auch f wahr sein.

Aufgabe: Machen Sie sich klar, dass wenn « gilt, dann auch die Aussage o v f gilt.
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Aufgabe: Weisen Sie den atomaren Aussagen A und B verschiedene alltdgliche Bedeutungen
zu. Vergleichen sie die resultierenden Bedeutungen von

(=A) A (=B)

und
-(AV B).

Was fallt ihnen dabei auf?

Implikation: Schlieflich betrachten wir die Implikation, also das logische Wenn-Dann. Wenn «
und S Aussagen sind, dann ist auch « — f eine Aussage. Wir interpretieren a — f als die
Behauptung, dass wenn die Aussage @ wahr ist, dann auch f wahr ist. Sollte o falsch sein,
dann verstehen wir @« — f als wahr. Das liegt daran, dass wir @ — f nur dann als falsch
betrachten, wenn obwohl a wahr ist, f falsch ist. Das hat die Konsequenz, dass wenn wir A
als ,2+2=5" und B als ,,Berlin ist die Hauptstadt von Deutschland® betrachten, die Aussage

A— B
wabhr ist.

Bi-Konditional: Wenn « und f Aussagen sind, dann ist auch a < f eine Aussage. Wir inter-
pretieren a < f als die Behauptung, dass a genau dann wabhr ist, wenn auch f wahr ist.
Intuitiv bedeutet dies, dass a und f stets denselben Wahrheitswert haben.

Bemerkung 1.2.4. Es ist sehr wichtig zu verstehen, dass die Aussage A — B nicht behauptet,
dass inhaltlich die Aussage B in irgendeiner Weise eine Konsequenz aus der Aussage A ist. Eine
solche inhaltliche Implikation kann die formale Aussagenlogik nicht so einfach abbilden, da
die formale Aussagenlogik die Aussagenvariablen A und B gerade nicht als weiter analysierbar
betrachtet.

Generell muss man sich an die spezielle und formale Bedeutung der Symbole gewdhnen.

Leitbeispiel 1.2.5 (Die Sicherheitslogik des Lasers). Als Leitbeispiel fiir diesen Abschnitt forma-
lisieren wir eine Betriebsregel aus dem Laserlabor. Wir verwenden die atomaren Aussagen

L: ,Der Laser lauft.”
S: ,Die Schutztiir ist geschlossen.”

K:  ,Die Kithlung ist aktiv:*
Die Sicherheitsregel
,Der Laser darf nur laufen, wenn die Schutztiir geschlossen und die Kithlung aktiv ist®
wird zu der Formel
L - (SAK).

(Eine Vorschrift ist zun4chst keine Behauptung — wir lesen sie hier als Aussage iiber den tatséich-
lichen Betrieb: Sie ist wahr, wenn sie nie verletzt wird.) Bemerke, wie viel Prizision schon die
Formalisierung erzwingt: Das ,nur wenn“ der Umgangssprache wird zu einer Implikation von L
aus, nicht umgekehrt. Die Konkurrenzformel

(SAK)> L

wiirde etwas ganz anderes behaupten — namlich dass der Laser laufen muss, sobald Tiir und
Kiihlung in Ordnung sind. Genau das verspricht die Regel nicht. Und ganz im Sinne der letzten
Bemerkung behauptet die Formel keinen inhaltlichen Zusammenhang zwischen Laser, Tiir und
Kiihlung, sondern schliefit nur bestimmte Kombinationen von Wahrheitswerten aus. Welche das
sind, wird ihre Wahrheitswertetafel im nichsten Unterabschnitt beantworten.
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1.2.2 Semantik - Die formale Bedeutung von Aussagen
Wahrheitswertetafeln

Bisher haben wir festgelegt, welche Ausdriicke wir als Formeln zulassen und wie wir aus einfachen
Aussagen komplexe zusammensetzen konnen. Nun stellt sich die Frage, wie wir diesen Formeln
eine Bedeutung zuweisen.

Die grundlegende Idee besteht darin, jeder Aussage einen Wahrheitswert zuzuordnen. Dabei
unterscheiden wir zunéchst zwei Moglichkeiten: ,wahr* und ,falsch®.

Um zu beschreiben, wie sich die Wahrheitswerte komplexer Aussagen aus denen ihrer Bestand-
teile ergeben, verwenden wir sogenannte Wahrheitswertetafeln.

Definition 1.2.6 (Wahrheitswertetafeln). Sei « eine Aussage und Ay, ..., A, die in @ vorkom-
menden atomaren Aussagen. Die Wahrheitswertetafel oder Wahrheitswertetabelle von « ist eine
Tabelle

Wobei die Zeilen mit allen Kombinationen an Wahrheitswerten von Ay, ..., A, (in den entspre-
chenden Spalten) aufgefiillt werden. In den Zeilen unter « tragt man dann den entsprechenden
resultierenden Wahrheitswert ein.

Diese kann man auch als Definition der Bedeutung logischer Operatoren verstehen.
Die Negation ist also definiert iiber die Tabelle

A | -A
wahr | falsch
falsch | wahr

Das bedeutet: Ist A wahr, so ist = A falsch, und ist A falsch, so ist A wahr.

Fir die Konjunktion erhalten wir die folgende Definition:

A | B |AnB
wahr | wahr | wahr
wahr | falsch | falsch
falsch | wahr | falsch
falsch | falsch | falsch

Die Aussage A A Bist also genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.
Fir die Disjunktion gilt:

A | B |AVB
wahr | wahr | wahr
wahr | falsch | wahr

falsch | wahr | wahr
falsch | falsch | falsch

Hier ist A v B genau dann wahr, wenn mindestens eine der beiden Aussagen wahr ist.

Schliefilich ergibt sich fiir die Implikation:
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A | B |A-B
wahr | wahr | wahr
wahr | falsch | falsch

falsch | wahr | wahr
falsch | falsch | wahr

Insbesondere ist zu beachten, dass A — B immer dann als wahr gilt, wenn A falsch ist.

Fur das Bi-Konditional erhalten wir:

A | B |AoB
wahr | wahr | wahr
wahr | falsch | falsch
falsch | wahr | falsch
falsch | falsch | wahr

Die Aussage A < Bist also genau dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitswert haben.

Numerische Darstellung. Oft ist es praktisch, anstelle von ,wahr” und ,falsch die Werte 1
und 0 zu verwenden. Dabei steht

1 fir wahr und 0 fur falsch.

Die Wahrheitstafeln lassen sich dann entsprechend umschreiben. Zum Beispiel ergibt sich fiir
die Konjunktion:

A|B|ANB
11 1
1{o| o0
0[1] o0
0jo0] o

Diese Darstellung ist besonders niitzlich, wenn man formale oder algorithmische Methoden
verwenden will. Ein weiterer Vorteil liegt darin, dass man durch ,binéres Zahlen“ alle Kombina-
tionen von Wahrheitswerten systematisch aufzahlen kann. Betrachte den folgenden Fall: Wir
wollen die Tabelle fiir

A|B|C|D|E|((-D>(AABAE)VC)>E
LT

ausfiillen. Hier gibt es viele Kombinationen, die man betrachten muss. Daher ist es leicht die
Ubersicht zu verlieren.
Aufgabe: Wie viele Kombinationen gibt es bzw. wie viele Zeilen miissen wir ausfiillen?

Ein systematischer Weg des Auffiillens geht so: Fiille in der ersten Zeile alle Spalten fiir
Aussagenvariablen mit Nullen auf.

A|B|C|D|E|((-D>(AABAE)VC)—>E
ofofofofo]

danach zahlen wir binar aufwarts, also
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A|B|C|D|E|(~D—=(AABAE)VC)—>E
0/o0]0]o0]o0
ololo|o|1
olofo|1]o0
ololo]1]1
olof1]0]0
1 1110
011 1 1
1/11]0]0]o0
111]1]0]o0
1 1111011
1l1/1]1]o0
1 1)1 1 1

Und schlief3lich fiillt man dann die Spalte fir die zusammengesetzte Aussage auf. Fiir das

Auffillen dieser Spalte ist es sinnvoll die Aussage in Teile zu zerlegen.
Dies beansprucht schnell viel Platz, deshalb hat die folgende Tabelle eine sehr kleine Schrift-
grofle.

A| B| C| D| E| (ANBAE) | (:D>(AABAE) | (-D—>(AABAE)VC) | (<D — (AABAE)VC)—E
0o oo ]o
oo oo |1
o lofo | 1]o
oo o | 1|1
oo 1]o]o
o 1] 1o

._.
- o
o
o
SR

[N N
[SIN N
e e
e
_= o = o

Leitbeispiel 1.2.7 (Die Sicherheitslogik des Lasers: die Wahrheitswertetafel). Fiir die Betriebsregel
L — (S A K) aus Leitbeispiel 1.2.5 hat die Wahrheitswertetafel 23 = 8 Zeilen. Binires Zihlen
liefert sie systematisch:

L|S|K|SAK|L>(SAK)
ojolo]| o 1
olol1] o 1
ol1/0] o 1
011 1 1
1{olo]| o 0
1{ol1] o 0
1{1]0] o 0
1l1]1] 1 1

Diese Tafel ist die komplette Bedeutung der Regel: Sie verbietet genau die drei Zeilen mit dem
Eintrag 0 — Laser an, aber Tiir offen oder Kithlung aus. Alle anderen Kombinationen lésst sie zu,
insbesondere alle vier Zeilen mit L = 0: Ein ausgeschalteter Laser erfiillt jede Betriebsregel. Das
ist die Alltagsgestalt der Beobachtung, dass Implikationen mit falscher Pramisse wahr sind.

Definition 1.2.8 (Tautologien). Eine Formel heifSt Tautologie, wenn sie unabhéngig von den
Wahrheitswerten ihrer Variablen immer wahr ist.
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Beispiel 1.2.9. Die Formel
Av-A

ist eine Tautologie. Denn unabhéngig davon, ob A wahr oder falsch ist, ist stets mindestens einer
der beiden Terme wahr.

A | -A |AV-A
falsch

wahr

wahr
wahr

wahr

falsch

Tautologien spielen eine zentrale Rolle in der Logik, da sie genau die Formeln sind, die unter
allen moglichen Interpretationen giiltig sind.

Beispiel 1.2.10. Die Formel
-(AV B) & (nAA-B)

ist eine Tautologie.

Sie driickt aus, dass die Verneinung einer Oder-Aussage genau dann wahr ist, wenn beide
Teilaussagen falsch sind.

Dies koénnen wir mit einer Wahrheitswertetafel tiberpriifen:

A | B |AVB|~(AVB)|-AA-B| (AVB) o (-AA-B)
wahr | wahr | wahr falsch falsch wahr
wahr | falsch | wahr falsch falsch wahr
falsch | wahr | wahr falsch falsch wahr
falsch | falsch | falsch wahr wahr wahr

Da in der letzten Spalte stets ,wahr” steht, handelt es sich um eine Tautologie.

Tautologien erlauben es uns auch, ganze Schlussmuster der Logik zu untersuchen.

Beispiel 1.2.11 (Modus Tollens). Wir betrachten das bereits bekannte Schlussmuster

Wenn es regnet, dann ist die Strafle nass.
Die Straf3e ist nicht nass.
Also regnet es nicht.

In der Aussagenlogik wird dieses Argument dargestellt durch

A— B
"B
—A

Um zu iiberpriifen, dass dieses Schlussmuster immer korrekt ist, betrachten wir die Formel
((A —> B) A B) —» —A.

Diese Formel sagt: Wenn sowohl A — B als auch —B gelten, dann gilt auch —A.
Wir erhalten die folgende Wahrheitswertetafel:

A | B |A->B| -B [(A->BA-B| -A |((A->B)A-B)—>-A
wahr | wahr | wahr | falsch falsch falsch wahr
wahr | falsch | falsch | wahr falsch falsch wahr
falsch | wahr | wahr | falsch falsch wahr wahr
falsch | falsch | wahr | wahr wahr wahr wahr
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Auch hier ist die letzte Spalte in jeder Zeile wahr. Also handelt es sich um eine Tautologie.
Damit sehen wir: Der Modus Tollens ist ein in der Aussagenlogik allgemeingiiltiges Schluss-
muster.

Beispiel 1.2.12 (Junktoren als Schaltkreise). Eine zweite Intuition fir die Junktoren kommt aus
der Elektronik. Interpretiere 1 als ,Spannung liegt an® und 0 als ,keine Spannung®. Dann sind die
Junktoren Bauteile, sogenannte Gatter:

« A ist eine Reihenschaltung zweier Schalter: Strom fliefit nur, wenn beide geschlossen sind.
« V ist eine Parallelschaltung: Strom fliefSt, sobald mindestens einer geschlossen ist.
+ —ist ein Umkehrglied, das anliegende Spannung wegschaltet und fehlende Spannung anlegt.

Eine zusammengesetzte Formel ist in diesem Bild ein Schaltkreis, und ihre Wahrheitswertetafel
ist sein vollstandig vermessenes Ein-Ausgabe-Verhalten: links alle méglichen Eingangssignale,
rechts das jeweilige Ausgangssignal.

Zwei zentrale Begriffe werden damit greifbar. Eine Tautologie ist ein Schaltkreis, dessen Ausgang
konstant auf 1 liegt, egal was man anlegt. Und zwei Formeln mit denselben Tafeln (dafiir fallt
gleich der Begriff logisch dquivalent) sind Schaltkreise, die an ihren Klemmen ununterscheidbar
sind — man darf den einen durch den anderen ersetzen, zum Beispiel durch den billigeren mit
weniger Gattern. Dass sich alle Junktoren aus wenigen Gattertypen aufbauen lassen, ist iibrigens
der Grund, warum Computer tiberhaupt rechnen kénnen: Ein Prozessor ist Aussagenlogik in
Silizium.

1.2.3 Das Folgerungssymbol ,= logische Aquivalenz und niitzliche Regeln

Bisher haben wir vor allem formale Aussagen selber studiert und betrachtet unter welchen
Wahrheitswerten fiir die atomaren Aussagen diese als ,wahr“ gelten.

Nun betrachten wir die verwandte aber unterschiedliche Frage wie man aus (méglicherweise
formalen) Aussagen schlussfolgern kann.

Wir untersuchen also Satze wie:

»Wenn die Aussage AV B und die Aussage BV C gelten, dann gilt die Aussage B oder die Aussage
ANCE

Ein Versuch der Formalisierung wiirde moglicherweise auf die Formel
((AVB)A(BV(C)) > (BV(AAND)

stof3en.

Es gibt jedoch einen wichtigen Unterschied zwischen diesen beiden Ausdriicken. Der erste
ist eine konkrete Behauptung dariiber was wir tatsachlich aus Aussagen schlussfolgern kénnen,
wihrend der zweite lediglich eine abstrakte formale Formel ist.

Wir machen den Unterschied zunéchst dadurch deutlich, dass wir fiir letztere logische Symbole
A, V usw. benutzen und fiir erstere die Worter ,und®, ,oder” usw. verwenden.

Aus den Syllogismen kennen wir bereits ein Symbol fiir die Schlussfolgerung und zwar die
horizontale Linie. Dieses hatten wir dort ebenfalls unterschieden von Implikationen in den
verwendeten Aussagen. Dies wird besonders deutlich bei dem bereits betrachteten Modus Tollens:

Wenn A, dann B
Es gilt nicht B
Es gilt nicht A
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Hier spielt das ,Wenn A, dann B in der ersten Zeile eine andere Rolle als die horizontale Linie als
Schlussfolgerung.

Da wir sehr oft mit Schlussfolgerungen arbeiten werden fithren wir ein Symbol dafiir ein.
Anstelle von ,Aus A folgt B* schreiben wir auch das Folgerungssymbol

A= B.

Dieses dient lediglich als Abkiirzung. Fiir die anderen Bestandteile des Argumentierens wie ,,und®
und ,oder” begniigen wir uns mit den Woértern die uns die natiirliche Sprache bietet.
Dabei ist der Unterschied zum Junktor ,—“ wichtig. Der Ausdruck A — Biist selbst wieder eine
formale Aussage. Dagegen bedeutet A = B, dass immer dann, wenn A wahr ist, auch B wahr ist.
Zwischen beiden Begriffen besteht ein enger Zusammenhang. Genau dann, wenn A — Bimmer
wabhr ist, folgt aus A auch B.

Theorem 1.2.13. Fiir zusammengesetzte Aussagen o und  gilt

a = f genau dann, wenn « — [ eine Tautologie ist.

Beweis.  Nach der Wahrheitstafel der Implikation ist « — f genau dann falsch, wenn o wahr
und f falsch ist. Also ist @ — f genau dann in jeder Zeile wahr, wenn es keine Zeile gibt, in der «
wahr, aber ffalsch ist. Das ist genau die Bedeutung von a = f. O

Bemerkung 1.2.14. Die Symbole — und = haben also dhnliche, aber nicht identische Bedeu-
tungen. Der Ausdruck ¢ — fist eine Aussage innerhalb unserer formalen Sprache. Dagegen
beschreibt « = f ein Verhaltnis zwischen zwei Aussagen.

Oft wollen wir aus mehreren gleichzeitig gegebenen Voraussetzungen eine Folgerung ziehen.
Mehrere Voraussetzungen fassen wir dabei mit dem logischen Und zusammen. Statt

a—p und a
schreiben wir also eine einzige Aussage
(x> p)Aa.
Dadurch kénnen wir auch Schlussregeln als Regeln zwischen einzelnen Formeln notieren.

Leitbeispiel 1.2.15 (Die Sicherheitslogik des Lasers: eine erste Folgerung). Was folgt, wenn die
Betriebsregel eingehalten wird und der Laser lduft? Wir behaupten

(L->(SAK)AL = SAK.

Um das zu priifen, geniigt nach dem Satz iiber Tautologien und Folgerungen ein Blick in die
Wahrheitswertetafel aus Leitbeispiel 1.2.5: Gesucht sind die Zeilen, in denen L — (S A K) und L
gleichzeitig wahr sind. Das ist einzig die letzte Zeile, und dort ist auch S A K wahr. Keine Zeile
erfiillt also die Voraussetzung und verletzt die Folgerung.

Die Lesart auf der Metaebene: Wer weif3, dass die Regel gilt und der Laser l4uft, darf schliefen,
dass die Tir geschlossen und die Kithlung aktiv ist. Das = lebt dabei auflerhalb der formalen
Sprache — es ist unser Urteil iiber die Formeln, gewonnen aus ihrer Tafel. (Das verwendete
Schlussmuster ist der Modus Ponens aus der folgenden Regelsammlung.)
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Definition 1.2.16 (Logische Aquivalenz). Wir nennen die Aussagen a und f logisch dquiva-
lent, wenn sie fiir jede Zuweisung von Wahrheitswerten an die atomaren Aussagen denselben
resultierenden Wahrheitswert haben. In diesem Fall schreiben wir

a e p.
Das ist gleichbedeutend damit, dass sowohl @ = fals auch f = a gilt.

Bemerkung 1.2.17. Logisch dquivalente Aussagen diirfen in Rechnungen und Beweisen gegen-
seitig durch einander ersetzt werden.

Die logische Aquivalenz lisst sich durch eine Wahrheitswertetafel beweisen: Zwei Formeln
sind logisch dquivalent, wenn in einer gemeinsamen Wahrheitswertetafel die entsprechenden
Spalten dieselben Eintrage haben.

Fiir unsere Zwecke gentigt zunichst eine kleine Sammlung niitzlicher Regeln. Sie bildet kein
vollstandiges formales Beweissystem. Sie erlaubt uns aber, viele Aussagen bequem umzuformen
oder aus stirkeren Aussagen einfachere Folgerungen zu gewinnen.

Theorem 1.2.18 (Niitzliche Umformungs- und Folgerungsregeln). Seien a, § und y beliebige
Aussagen.

1. Umformungsregeln.

oa—)ﬂﬁﬁavﬁ

Doppelnegationselimination: -~ < «

« Die De Morgan’schen Regeln: ~(a A ) & —a VvV ~fund ~(aV ) & —~a A—f

« Die Assoziativgesetze:(a A f)Ay @ a AN(fAy)und(aV f)Vy e aVv(fVy)

« Die Kommutativgesetze:a A p < pAaundaV o fVa

« Die Distributivgesetze: a A(fVy) < (e A)V(aAy) undaV(fAy) e (aVB)A(aVy)

2. Folgerungsregeln.

o Und-Elimination:a A f = aunda A f =
« Modus Ponens: (a - f) Aa = f
« Modus Tollens: (@ — ) A —~ff = -«

Beweisskizze.  Alle diese Regeln lassen sich mit Wahrheitstafeln iberprifen. Wir zeigen dies
exemplarisch an wichtigen Beispielen.

1. Elimination der Implikation. Wir vergleichen die Spalten zu « — fund —a Vv f:

‘ /)"—ua‘—wxvﬁ

| @

= RO O
—_ O R O
HO»—A»—Al

1 1
1 1
0 0
0 1

Die Spalten zu « — fund -« V f stimmen tberein. Also gilt

a—peavp.
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2. Assoziativgesetze Wir zeigen

(@avp vy e av(pVy).

Die entsprechende Aussage fiir das logische Und ist eine Ubungsaufgabe.

Betrachten wir die beiden Wahrheitswertetafeln

a|fly|@vp) |(@vBVy
olo]o 0 0
0lo]1 0 1
ol1]o0 1 1
0111 1 1
1100 1 1
1011 1 1
1110 1 1
1111 1 1
und
a|ply|(BVvy) |av(BVy)
0lo]o 0 0
olo]|1 1 1
01110 1 1
011 1 1
1100 0 1
1101 1 1
1/1/(0 1 1
1]1]1 1 1

Die entsprechenden Spalten haben dieselben Eintrige, also gilt die behauptete Aquivalenz.

3. Modus Ponens in Ein-Formel-Schreibweise. Wir betrachten die Regel

(= Prna=p

Nach Theorem 1.2.13 geniigt es zu zeigen, dass

((@a=>pPra)—>p

eine Tautologie ist.

Also ist die letzte Spalte stets wahr. Damit gilt

| plaspl@spral@>pra)-p
010 1 0 1
011 1 0 1
110 0 0 1
11 1 1 1

(a—=>pra=p
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4. Die iibrigen Regeln werden auf dieselbe Weise iiberpriift. Ein Teil davon eignet sich gut als
Ubungsaufgabe.
Aufgabe: Priifen Sie das erste Distributivgesetz a A (f Vy) < (@ A f) V (¢ A y) mit einer
Wahrheitswertetafel (acht Zeilen, wie bei den Assoziativgesetzen).

O]

Leitbeispiel 1.2.19 (Die Sicherheitslogik des Lasers: Regeln anwenden). Zwei der Regeln, ange-
wandt auf die Betriebsregel L — (S A K) aus Leitbeispiel 1.2.5:

De Morgan im Alarmfall. Ein Wachter soll anschlagen, sobald die Sicherheitsbedingung S A K
verletzt ist. Nach De Morgan gilt

“(SAK) e -Sv-K :

ynicht (Tir zu und Kithlung an)* heifit ,Tiir offen oder Kithlung aus®. Der Alarm braucht also zwei
Sensoren, von denen jeder einzeln auslésen darf — hier ist die Umformungsregel buchstéblich ein
Verdrahtungsplan.

Eine Regel zerfillt in zwei. Mit den Regeln lésst sich aulerdem

L—>(GAK)  (L>SAN(L—->K)

nachrechnen (eine gute Ubung: Elimination der Implikation, dann Distributivgesetz). Die eine
Betriebsregel ist also gleichwertig zu zwei getrennten Regeln: ,Laser nur bei geschlossener Tur"
und ,Laser nur bei aktiver Kithlung“. Genau das will man wissen, wenn zwei verschiedene
Priifstellen je eine der Bedingungen kontrollieren.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, wie man mittels der bisherigen Umformungs- und Ablei-
tungsregeln weitere solche Regeln herleiten kann. Ein sehr wichtiges Beispiel ist die sogenannte
Kontraposition.

Theorem 1.2.20 (Kontraposition). Fiir beliebige Aussagen o und f gilt

a— fef—-a

Beweis.  Wir formen die linke Aussage schrittweise mit unseren Umformungsregeln um. Es gilt
a—peavp

nach der Elimination der Implikation.
Nun vertauschen wir die beiden Teilaussagen mit dem Kommutativgesetz fiir vV und erhalten

“aVpe fVa

Auf die rechte Seite wenden wir nun erneut die Elimination der Implikation an, und zwar
riickwarts. Da
—|ﬁ — 0 & —|(—|ﬂ) V

gilt, folgt mit der doppelten Negation
(=) V-oa e fVa.

Also ist insgesamt
a— pe - a O
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Bemerkung 1.2.21. Die Kontraposition ist eines der wichtigsten Schlussmuster der Mathematik.
Sie erlaubt es, eine Implikation
a—p

dadurch zu beweisen, dass man stattdessen die dquivalente Aussage
-f - -«

zeigt.

Oft ist dies einfacher als ein direkter Beweis. Wenn die Aussage ff schwer direkt aus e herzuleiten
ist, kann es viel ibersichtlicher sein zu zeigen, dass aus dem Scheitern von f notwendigerweise
auch das Scheitern von « folgt.

Dieses Prinzip begegnet uns in der Mathematik immer wieder und bildet eine wichtige Grund-
lage vieler indirekter Beweise.

Leitbeispiel 1.2.22 (Die Sicherheitslogik des Lasers: die Sicht der Priiferin). Kontraposition,
angewandt auf die Betriebsregel:

L>BAK) o (SAK)->-L < (=SVv-K)— L

Dieselbe Regel, zwei Blickrichtungen: Der Bediener liest sie vorwarts (,lauft der Laser, dann
ist alles gesichert®), die Sicherheitspriiferin riickwérts (,,ist die Tiir offen oder die Kithlung aus,
dann ist der Laser aus®). Beide priifen logisch exakt dasselbe — aber je nach Situation ist eine der
Richtungen viel leichter zu kontrollieren. Genau diese Wahlfreiheit macht die Kontraposition
auch in Beweisen so wertvoll, wie die nachsten beiden Beispiele zeigen.

Beispiel 1.2.23 (Teilbarkeit von Quadraten). Wir wollen zeigen, dass wenn n? durch 2 teilbar ist,
dass dann auch n durch zwei teilbar ist.

Ein direkter Beweis miisste aus der Teilbarkeit von n® durch 2, also aus n? = 2 - k fiir irgendeine
ganze Zahl k, schlussfolgern, dass auch n durch 2 teilbar ist. Das ist moglich, aber mit unseren
Mitteln nicht leicht: Jeder direkte Weg benutzt im Kern die eindeutige Primfaktorzerlegung, die
uns an dieser Stelle noch nicht zur Verfiigung steht.

Deutlich einfacher ist ein indirekter Beweis iiber Kontraposition. Wir zeigen also, dass wenn n
nicht durch 2 teilbar ist, dass dann auch n® nicht durch 2 teilbar sein kann. Sei also n nicht durch
2 teilbar. Dann ist n = 2 - m + 1 fir eine ganze Zahl m. Daher ist

n?=(2-m+1)»>*
=2-m?+2-(2-m)-1+1?
=4-m’+4-m+1
=2-2-m*+2-m)+1.
Mit k = 2-m? + 2 - m erhalten wir also n? = 2 - k + 1 fiir eine ganze Zahl k. Daher ist n? nicht

durch 2 teilbar.
Dieses Beispiel verdeutlicht, dass Kontraposition manchmal Beweise deutlich einfacher macht.

Beispiel 1.2.24 (Die Irrationalitat von J2). Wir wollen zeigen, dass aus
x2=2

folgt, dass x nicht rational ist.
Wir zeigen sogar etwas Allgemeineres: Ist x* eine ganze Zahl aber x nicht ganzzahlig, dann ist
x bereits irrational.
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Aufgabe: Warum folgt daraus insbesondere die Irrationalitit von v2?

Mit Theorem 1.2.20 geniigt es, die kontrapositive Aussage zu zeigen. Wir verwenden die
Kontraposition aber nicht direkt. Unsere Aussage hat die Form (P A Q) — R. Diese Form ist —
nach Kontraposition und einem weiteren Argument — aquivalent zu (=R A Q) — —P.

Aufgabe: Rechnen Sie diese Aquivalenz mit den Umformungsregeln nach.
Wir zeigen also: Ist x rational, aber keine ganze Zahl, so kann x? keine ganze Zahl sein.
Sei also x rational und keine ganze Zahl. Dann gibt es ganze Zahlen a und b mit b # 0, so dass

X =

4

D

Wir diirfen aulerdem annehmen, dass der Bruch vollstindig gekiirzt ist, also
ged(a,b) = 1.

Dabei bezeichnet gcd(a, b) den grofSten gemeinsamen Teiler von a und b; dass man jeden Bruch
vollstidndig kiirzen kann, nehmen wir aus der Schule mit.

Da x keine ganze Zahl ist, ist b kein Teiler von a. Insbesondere gilt dann |b| > 1. Also besitzt b
einen Primfaktor p.

Weil ged(a, b) = 1 gilt, kann dieser Primfaktor p kein Teiler von a sein.

Nun ist

Aus ged(a,b) = 1 folgt auch
ged(a?, b?) = 1.

(Dieser Schritt ist die eigentliche Substanz des Beweises — er folgt unter anderem aus der eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung, die wir hier ebenfalls als Schulwissen ausleihen.) Insbesondere ist p
ein Primfaktor von b2, aber kein Primfaktor von a?.

Daher kann b? den Zihler a? nicht teilen. Folglich ist

bz

keine ganze Zahl. Also ist x? keine ganze Zahl.

Das beendet den Beweis.

Dieses Beispiel zeigt, dass die Kontraposition in mathematischen Beweisen oft eine sehr natiir-
liche Strategie ist.

1.3 Pradikatenlogik

1.3.1 Die Schranken der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik ist aus mehreren Griinden keine gute Grundlage fiir die Mathematik. Diese
Griinde lassen sich damit zusammenfassen, dass Aussagenlogik nicht aussagekraftig genug ist.
Beispielsweise konnen wir den klassischen Syllogismus

Alle Menschen sind sterblich
Sokrates ist ein Mensch
Sokrates ist sterblich

nicht in der Aussagenlogik beschreiben. Grund dafiir ist, dass die Aussagenlogik Aussagen nur
entlang der Junktoren und der Negation aufteilen kann. ,Sokrates ist sterblich“ lasst sich also nicht
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weiter zerlegen. Genausowenig lassen sich ,Sokrates ist ein Mensch® und ,,Alle Menschen sind
sterblich® zerlegen. Wir miissen die Aussagen also jeweils als atomare Aussagen interpretieren.
Der Syllogismus wird dann also zu

A
B

C

Diese Formalisierung ist ungeeignet, da (AA B) — Ckeine Tautologie ist. Ein Syllogismus soll aber
immer wahr sein, daher verfehlt dieser Versuch das Ziel. Tatsachlich lasst sich der Syllogismus in
der Aussagenlogik gar nicht sinnvoll studieren.

Wir wollen also die Aussagenlogik erweitern, um zum einen das Verhaltnis von Objekten
und Aussagen zu beschreiben und zum anderen auch so Konstruktionen wie ,Alle x erfiillen die
Eigenschaft P* zu beschreiben.

1.3.2 Atomare Aussagen in der Pridikatenlogik

Der wesentliche Schritt von der Aussagenlogik in die Pradikatenlogik ist es atomare Aussagen zu
spalten und subatomare Strukturen sichtbar zu machen.
Wir werden hier zunédchst ganz informell argumentieren. In der Pradikatenlogik gibt es

« Konstantensymbole,

« Variablensymbole,

Pradikatssymbole,

hoéhere Relationssymbole und
 Funktionssymbole.

Die Konstantensymbole stehen fiir feste Objekte, die iiber alle Aussagen hinweg dasselbe
referenzieren. Was als Konstante gilt, ist abhangig von der Theorie. In der Theorie der PEaNO-
Arithmetik, also einer Theorie der natiirlichen Zahlen, ist beispielsweise die Null 0 (oder die Eins 1,
je nach Definition) als die kleinste natiirliche Zahl eine Konstante. In der Theorie der Mengenlehre
ist die leere Menge @ als die einzige Menge ohne Elemente eine Konstante. Wir werden uns hier
die Freiheit nehmen jeden feststehenden Ausdruck, dessen Bedeutung iiber alle Formeln konstant
bleibt als Konstante zu betrachten. Die Variablensymbole stehen fiir beliebige, unbestimmte
Objekte. Sie stehen dabei nicht nur fiir die durch die Konstantensymbole referenzierten Objekte
sondern auch fir (mogliche) Objekte die keine eigenen Konstantensymbole haben.

Diese Objekte werden durch die Pradikats-, Relations- und Funktionssymbole zu Ausdriicken
und Aussagen zusammengesetzt.

Dies werde ich nun anhand von Beispielen erkléren.

Beispiel 1.3.1 (Atomare Aussagen in der Pradikatenlogik).

Pradikate: (Eigenschaften) Aussagen wie ,4 ist gerade®, ,r ist irrational® oder ,Das Gleichungs-
system M ist losbar” setzen ein Objekt mit einer Eigenschaft in Verbindung. Dadurch
entstehen Aussagen. Diese Eigenschaftsschemata wie ,...ist gerade®, ,,...ist irrational® oder
,Das Gleichungssystem ...ist 16sbar” werden Prddikate genannt.

Die Aussage ,Sokrates ist sterblich lasst sich so formulieren, dass man eine Konstante
Sokrates einfithrt und ein Pradikatssymbol sterblich eingefithrt wird. Wir hatten dann
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die Formalisierung sterblich(Sokrates). Genauso kann man mit dem Pradikatssymbol
istMensch die Aussage ,Sokrates ist ein Mensch® durch istMensch(Sokrates) formalisieren.

Die Konstanten- und Variablensymbole erlauben es iiber mehrere Aussagenteile hinweg auf
dieselben Objekte zu referenzieren. So ist istMensch(Sokrates) — sterblich(Sokrates) eine
zusammengesetzte Aussage und Sokrates referenziert in beiden Fillen dasselbe Objekt. Dies
16st ein wesentliches Problem der Formalisierung des Syllogismus in der Aussagenlogik.

Relationen: (Verhdltnisse) Relationen sind Eigenschaften die mehrere Objekte miteinander ver-

binden. Eine Relation heif3t n-stellig, wenn sie n Objekte als Argumente nimmt. Beispiele
fir zweistellige Relationen sind ,,3 teilt 9%, ,7 < 17 ,Alice und Bob sind befreundet®. Eine
dreistellige Relation ist ,Die Punkte x, y und z liegen nicht auf einer Linie®.

Funktionen: (Zuweisungen) Anstatt Objekte direkt in Relationen und Préidikate einzusetzen,

kann man sie auch vorher in eine Funktion setzen. Eine Funktion weist jedem Objekte
genau ein (moglicherweise anderes) Objekt zu. Wir werden Funktionen spéter noch genauer
definieren und studieren. Beispiele fiir Funktionen der reellen Zahlen in sich selber sind
f(x) 1= x?, g(x) := —x, h(x) := x + 1 oder sogar sehr wilde Abbildungen wie

0 xistrational

s(x) :=

1 sonst

So eine Aussage wie ,n’ ist gerade“ setzt n nicht direkt in das Pradikat ,,...ist gerade“ ein
sondern setzt n zunéchst in die Quadratfunktion ein.

Nun haben wir die atomaren Aussagen in der Pradikatenlogik. Bemerke, dass obwohl man die
atomaren Aussagen in subatomare Bestandteile wie Pradikate, Objekte und Funktionen zerlegen
kann, keine dieser Bestandteile fiir sich genommen eine Aussage ist. Die atomaren Aussagen
lassen sich nun wie in der Aussagenlogik mit den Junktoren und der Negation verkniipfen.

Beispiel 1.3.2 (Die aussagenlogischen Verkniipfungen in der Pradikatenlogik). Wir kénnen nun
Aussagen treffen wie

»3 < 1t A < 4“ wobei die Atome ,3 < 7 und = < 4 verkniipft werden. Eine Abkiirzung
fiir solche Aussagen wire ,3 < 7 < 4% wir werden hiaufig Aussagen so zusammenziehen. Es
ist dennoch wichtig zu verstehen, dass es sich formal um zwei getrennte Aussagen handelt.

sistTeilVon(Sokrates, Menschen) — sterblich(Sokrates)“ ist eine Formalisierung von ,So-
krates ist ein Mensch, also ist Sokrates sterblich®.

(2 teilt n?) — (2 teilt n)“ ist eine Formalisierung von ,Wenn 2 ein Teiler von n? ist, dann
ist 2 auch ein Teiler von n“. Bemerke, dass n hier keine Konstante sondern eine Variable ist.

Streng genommen ist ,,(2 teilt n?) — (2 teilt n)“ also keine fertige Aussage. Insbesondere ist
sie nicht wahr oder falsch, sondern ein Schema, das fur jede konkrete Wahl von n wahr
oder falsch ist.

Solche Formeln heiflen offen. Die Variable n heifit ungebunden. Wir werden bald sehen wie
man Formeln schliefen und Variablen binden kann.
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1.3.3 Quantoren

Wir haben gesehen, dass es in der Pradikatenlogik Formeln mit ungebundenen Variablen gibt.
Solche Ausdriicke sind keine Aussagen, da ihr Wahrheitswert nicht festgelegt ist, sondern vom
eingesetzten Wert der Variablen abhéngt. Man bezeichnet sie daher als Aussageschemata oder
Pradikate.

Eine naheliegende Moglichkeit, aus einem solchen Ausdruck eine Aussage zu machen, be-
steht darin, die Variable durch ein konkretes Konstantensymbol zu ersetzen. So erhalt man eine
geschlossene Formel.

Oft moéchte man jedoch gerade Aussagen formulieren, die nicht von einem konkreten Objekt
handeln, sondern allgemein oder fiir einige gelten.

Hier kommen die Quantoren ins Spiel. Sie erlauben es, Variablen zu binden und dadurch aus
Aussageschemata wieder Aussagen zu erzeugen.

In der klassischen Préadikatenlogik gibt es zwei grundlegende Quantoren: den Existenzquantor
und den Allquantor.

Definition 1.3.3 (Existenzquantor). Sei P(n) ein Aussageschema mit einer ungebundenen Varia-

blen n. Dann ist
Jn : P(n)

eine Aussage mit der Bedeutung: ,Es gibt einen Wert k fir n, fur den P(k) wahr ist

Intuitiv kann man dies auch lesen als: ,Es gibt ein Objekt n, so dass P(n) gilt.

Die Aussage In : P(n) ist genau dann wahr, wenn es mindestens ein Objekt gibt, fir das das
Aussageschema erfiillt ist.

Definition 1.3.4 (Allquantor). Sei P(n) ein Aussageschema mit einer ungebundenen Variablen n.

Dann ist
Vn : P(n)

eine Aussage mit der Bedeutung: ,Fiir alle Werte k von n, ist P(k) wahr."

Intuitiv kann man dies auch lesen als: ,Fur alle Objekte n, gilt P(n).

Die Aussage Vn : P(n) ist genau dann wahr, wenn fiir jedes Objekt das Aussageschema erfillt
ist.

Beispiel 1.3.5. Betrachte die Aussageformel n < k — n < k + 1. Diese enthélt sowohl n als auch
k als ungebundene Variablen. Die Aussage Vn : n < k — n < k + 1 enthilt n als gebundene und k
als ungebundene Variable. Die Aussage Vk : Vn : n <k — n < k+ 1 enthélt keine ungebundenen
Variablen.

Beispiel 1.3.6. Die Reihenfolge der Quantoren spielt eine grofie Rolle: Wir betrachten als Objekte
die natiirlichen Zahlen und < als das Symbol fir ,kleiner als®.
Die Aussage
Vk:3n:k<n

behauptet, dass es fiir jede Zahl eine grofliere Zahl gibt. Diese Aussage ist wahr.
Die Aussage
dn:Vk:k<n

behauptet, dass es eine Zahl gibt, die gré8er als alle anderen ist. Diese Aussage ist falsch.
Aufgabe: Was sagen die Aussagen Vn : 3k : k <nund 3k : Vn : k <n?
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Bemerkung 1.3.7. Wenn ny, ny, ... die moglichen Werte von n sind, dann kann man sich Vn : P(n)
anschaulich vorstellen wie eine (unendliche) ,,Und-Verkniipfung®

P(nl) A P(rlz) JANPT

Dies ist jedoch nur eine Intuition: Eine solche unendliche Verkniipfung ist keine Formel, da wir
keine unendlich langen Formeln erlauben.
Analog kann man sich auch 3n : P(n) anschaulich vorstellen wie eine (unendliche) ,,Oder-
Verkniipfung®
P(ny)vP(ny)V....

Wieder ist dies nur eine Intuition, da wir unendlich lange Formeln nicht erlauben.

Leitbeispiel 1.3.8 (Messrauschen und Messdauer). Als Leitbeispiel begleitet uns eine Frage aus
dem Labor mit einem Messgerat fiir Gravitationswellen. Es treten zwei verschiedene Sorten von
Objekten auf: mogliche Rauschamplituden A (die Intensitat des Grundrauschens durch vorbeifah-
rende Autos etc.) und mégliche Messdauern L, gemessen in Tagen. Der Allquantor lauft gleich
iber die Amplituden, der Existenzquantor iiber die Dauern — dass Quantoren iiber verschiedene
Bereiche laufen diirfen, machen die eingeschriankten Quantoren am Ende des Kapitels préazise. Wir
betrachten die Relation G(A, L) mit der Bedeutung ,bei Rauschamplitude A reichen L Messtage,
um die ersten beiden Nachkommastellen der Messgrofle zu bestimmen®.
Zwei Behauptungen iiber das Labor:

(@ VA :3L:G(AL) (b) 3L : VA : G(AL)

Aussage (a) sagt: Egal wie schlimm das Rauschen: Wenn man lang genug misst, kommt man an die
ersten beiden Nachkommastellen. Das ist bescheiden und hiufig wahr, die notwendige Messzeit
kann aber extrem lang werden. Aussage (b) sagt: Es gibt eine maximale Messdauer L, die unabhdngig
von der Amplitude des Rauschens die ersten beiden Nachkommastellen liefert. Das ist viel stirker.

Der einzige Unterschied zwischen (a) und (b) ist die Reihenfolge der Quantoren — das Phinomen
aus dem letzten Beispiel, jetzt mit praktischen Konsequenzen. Die Merkregel: In (a) darf die Dauer
L von der Rauschamplitude A abhéngen, in (b) muss eine Dauer L fir alle Rauschamplituden
zugleich funktionieren. Dieses Muster — abhéngige gegen uniforme Schranken — wird Thnen
in der Analysis stindig begegnen, etwa als Unterschied zwischen Stetigkeit und gleichmafliger
Stetigkeit.

Definition 1.3.9 (Umformungsregeln fiir Quantoren). Wir definieren die folgenden Umformungs-
regeln:

Negation Fiir jedes Aussageschema P(x) mit x als ungebundener Variablen gilt
=(Ix : P(x)) < Vx : -P(x)

und
-(Vx : P(x)) & 3Ix : =P(x).

Aufgabe: Vergleiche das mit den De Morgan’schen Regeln.

Kommutativitit gleicher Quantoren Fir jedes Aussageschema P(x, y) mit x und y als unge-
bundenen Variablen gilt

Vx : Vy : P(x,y) = Vy : Vx : P(x,y)
und

dx : Jy : P(x,y) <= 3Ty : Ix : P(x,y).
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Distribution Es seien P(x) und Q(x) Aussageschemata mit x als ungebundener Variable. Dann
gilt
(Vx : P(x)) A (Vx : Q(x)) = Vx : (P(x) A Q(x))
und

(Fx : P)) Vv ([Ex : Qx)) <= Ix : (P(x) v Q(x))

Aufgabe: Vergleiche das mit den Assoziativgesetzen.

Aufgabe: Machen Sie sich anhand von Beispielen klar, weshalb die obigen Rechenregeln gelten.
Aufgabe: Machen Sie sich anhand eines Beispiels klar, weshalb die Aussagen

Vx 1 (P(x) v Q(x))

und
(Vx : P(x)) v (Vx : O(x))

unterschiedlich sind.

Bemerkung 1.3.10. Der Name einer gebundenen Variablen spielt keine Rolle. So haben die
Aussagen Vx : P(x) und Vy : P(y) die gleiche Bedeutung.

Leitbeispiel 1.3.11 (Alle Schwine sind weif}: Falsifikation). Ein Naturgesetz ist eine Allaussage:
Es behauptet etwas tiber alle Falle, nicht nur iiber die zuféllig schon beobachteten. Die Faustregel
der européischen Naturkunde des 17. Jahrhunderts ,alle Schwine sind wei3” — formal

Vx : (Schwan(x) — weifS(x))

— galt als gesichert, bis in Australien schwarze Schwine gefunden wurden. Was leistet dieser eine
Fund? Die Negationsregel beantwortet das mechanisch:

—(Vx : (Schwan(x) - weifi(x))) < 3x : (Schwan(x) A - weii(x)).

Zum Widerlegen einer Allaussage gentigt also ein einziges Gegenbeispiel. Bemerke, wie die
Negation aus dem — ein A macht: Der Zeuge muss ein Schwan sein und nicht weif3. Der Quanto-
renschritt ist dabei unsere neue Negationsregel; der innere Schritt ~(a¢ — f) & a A ~fist reine
Aussagenlogik und folgt aus drei Regeln des letzten Kapitels:

“(a—p)e (ravp)e—an-feanf

(Elimination der Implikation, De Morgan, Doppelnegation). Ein schwarzer Rabe widerlegt nichts
— er erfiillt die Pramisse Schwan(x) gar nicht erst.

Das ist exakt die logische Struktur der Falsifikation aus dem Vorwort: Naturgesetze sind
Allaussagen (,alle Korper, alle Zeiten, alle Orte ...), und deshalb kann ein einzelnes Experiment sie
widerlegen, aber kein noch so grofler Stapel bestétigender Beobachtungen sie beweisen. Fiir den
Beweis einer Allaussage tiber unendlich viele Falle braucht es andere Werkzeuge: die Schlussregeln
gleich — und spater die Induktion.

Definition 1.3.12 (Schlussregeln fiir Quantoren). Sei P(x) ein Aussageschema.

1. All-Elimination. Aus
Vx : P(x)

folgt fiir jedes Objekt a
P(a).
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2. Existenz-Einfithrung. Aus
P(a)

folgt
x : P(x).

3. All-Einfiihrung. Wenn man fiir ein beliebig gew#hltes Objekt a gezeigt hat, dass
P(a)

gilt, dann darf man folgern, dass
Vx : P(x)

gilt.

Hier ist wichtig, dass a wirklich beliebig gewahlt ist und keine besonderen zusatzlichen
Eigenschaften von a benutzt wurden. Insbesondere darf keines der Zeichen in P irgendwie
von a abhéngen. Siehe Beispiel 1.3.16.

4. Existenz-Elimination. Angenommen, es gilt
Ix : P(x).

Dann darf man fiir den weiteren Beweis mit einem neuen Namen b arbeiten, der vorher
nirgendwo vorkam, und P(b) als Arbeitshypothese benutzen.

Gelingt es unter dieser Annahme, eine geschlossene Formel zu beweisen, in der b nicht
vorkommt, so darf man diese Formel aus

JIx : P(x)
schlussfolgern.

Leitbeispiel 1.3.13 (Fall im Vakuum: die Schlussregeln). Die Falsifikation in Leitbeispiel 1.3.11
zeigte die eine Seite des Allquantors: ein Gegenbeispiel widerlegt eine Allaussage. Die vier
Schlussregeln zeigen die andere Seite — wie man mit Allaussagen arbeitet und sie sogar gewinnt.
Als Gesetz betrachten wir Galileis Behauptung ,,im Vakuum fallen alle Kérper gleich schnell®,
also Vx : F(x) mit F(x) = ,x fallt mit der Beschleunigung g“. Das prazisiert ,gleich schnell®: alle
Korper mit derselben Beschleunigung. (Der Wert g gilt nahe der Erdoberfliche; auf dem Mond
fallt ebenfalls alles gleich schnell, nur mit kleinerem g.)

Zwei der Regeln benutzt man dabei vollig selbstverstindlich. Die All-Elimination wendet das
Gesetz an: Aus Vx : F(x) folgt F(Feder) — vom Naturgesetz zum konkreten Korper in der
Hand. Die Existenz-Einfithrung meldet einen Befund: Aus ,dieser Korper fallt nicht mit g* folgt
dx : ~F(x) — so wird aus einer einzelnen Messung der Kandidat fiir ein Gegenbeispiel.

Heikel sind die beiden anderen Regeln, und zwar aus symmetrischen Griinden. Die All-
Einfithrung verlangt, dass das betrachtete Objekt wirklich beliebig war: Ein einzelner Fallversuch
beweist noch kein Naturgesetz. Genau hier steckt die Kunst des Experiments. Lasst man im
Horsaal Feder und Hammer fallen, so ist der Korper eben nicht beliebig — er tragt die Eigenschaft
,spurt Luftwiderstand®, und die Feder bleibt zuriick. Erst die Idealisierung, das Vakuum, streift
einige der Eigenschaften ab, die einen Kérper vom anderen unterscheiden. Was hoffentlich tibrig
bleibt, ist ein Koérper ohne besondere Eigenschaften: ein physikalischer Stellvertreter fir das ,be-
liebig gewihlte a“ der All-Einfithrung. Ob man von allen wesentlichen Eigenschaften abstrahiert
hat, ist dennoch eine Frage die gestellt werden kann. Das Experiment versucht tiber Idealisierung
den beliebigen Vertreter zu wahlen, die Mathematik ist von solchen empirischen Fragen befreit.
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Die Existenz-Elimination verlangt spiegelbildlich, dass man dem Zeugen keine Eigenschaften
unterstellt, die nicht aus der bloflen Existenzaussage stammen: Aus der Behauptung, dass nicht
alle Korper gleich schnell fallen folgt nicht, dass Feder und Stahlkugel unterschiedlich schnell
fallen.

Wie beide Fehler im Detail aussehen, zeigen die folgenden Beispiele.

Beispiel 1.3.14 (Existenz-Elimination: zuldssige Verwendung). Wir zeigen: Aus

Jx : P(x)
folgt
Jy : P(y).
Beweis.  Angenommen, es gilt
Ix : P(x).
Wir fithren einen neuen Namen a ein und arbeiten mit der Annahme
P(a).
Aus
P(a)
folgt mit der Existenz-Einfithrung
Jy : P(y).
Diese Aussage ist geschlossen und enthélt a nicht. Also diirfen wir aus
Ix : P(x)
die Aussage
3y = P(y)
schlussfolgern. O

Wir zeigen nun eine etwas interessantere Aussage: Aus

dx : =P(x)
und
Vx @ P(x) Vv Q(x)
folgt
3x : O(x).
Beweis.  Angenommen es gilt
dx : 2P(x)

Wir fithren einen neuen Namen a ein und arbeiten mit der Annahme —P(a). Nun kénnen wir aus
der Annahme
Vx @ P(x) vV Q(x)

insbesondere mit der All-Elimination auch
P(a) v Q(a)

schlussfolgern. Aus —~P(a) und P(a) v Q(a) folgern wir Q(a). Nun kénnen wir mit der Existenz-
Einfithrung auch

Jx : Q(x)
schlussfolgern. O
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Beispiel 1.3.15 (Existenz-Elimination: unzulassige Verwendung). Das folgende Scheinargument
ist falsch: Die Behauptung
Jx : (xist gerade)

ist iber den natiirlichen Zahlen wahr. Nun wihle ich das ,neue“ Symbol 7, das wir bisher nicht
verwendet haben und schlussfolgere dass

7 ist gerade

gilt. Das ist natiirlich falsch, da 7 gar kein neues Symbol ist, sondern eine feststehende Bedeutung
hat.

Beispiel 1.3.16 (Ein subtiler Fehler bei der Existenz-Elimination und All-Einfithrung). Wir
betrachten die natiirlichen Zahlen. Die Aussage

Vx :3Jy :x<y

ist wahr.
Ein falsches Scheinargument konnte nun so aussehen:

Scheinbeweis.  Sei a beliebig. Dann gilt
dy :a<y.

Wir fihren einen neuen Namen b ein und nehmen an, dass

a<b
gilt.
Da a beliebig war, folgern wir
Vx @ x <b.
Mit Existenz-Einfithrung erhalten wir
dy : Vx 1 x < y.

O

Der Fehler liegt darin, dass der gew#hlte Zeuge b von a abhiangen darf. Fiir verschiedene Werte
von a kann man also verschiedene Werte von b benétigen.
Daher darf man aus
Vx :Jy :x<y

nicht auf
dy:Vx 1 x<y

schlieflen. Tatséchlich ist die erste Aussage in IN wahr, die zweite aber falsch.
Beispiel 1.3.17 (All-Einfithrung: zuldssige Verwendung). Wir zeigen: Aus
Vx : P(x)

folgt
Vx @ (P(x) VvV Q(x)).
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Beweis.  Angenommen, es gilt
Vx : P(x).

Sei nun a ein beliebig gewiahltes Objekt. Dann folgt aus der All-Elimination
P(a).

Daraus folgt
P(a) v Q(a).

Da a beliebig war, diirfen wir mit der All-Einfithrung schliefen:

Vx @ (P(x) Vv Q(x)). O

Beispiel 1.3.18 (All-Einfithrung: unzulissige Verwendung). Das folgende Scheinargument ist
falsch:

Wir betrachten die natiirlichen Zahlen. Sei a eine gerade Zahl. Dann gilt:

a ist gerade.

Also:
Vx : (xist gerade).

Der Fehler besteht darin, dass a nicht beliebig gew#hlt wurde. Es wurde bereits vorausgesetzt,
dass a gerade ist. Daher darf man nicht auf eine Allaussage schliefen.

1.3.4 Einschrinkungen von Quantoren und Mengenlehre

Wir haben bisher immer die Quantoren iiber alle Objekte laufen lassen und vorher lediglich
gesagt, was die Objekte sein sollen. So haben wir beispielsweise gesagt: ,, Es seien die Objekte die
natirliche Zahlen. Dann ist die Formel Van : 3m : n < m wahr. ©

In der formalen Logik studiert man inwiefern man die Mengen der Objekte durch die Formeln
alleine festlegen kann.

Beispiel 1.3.19 (Peano-Axiome). So sind beispielsweise die PEANO-Axiome® heute die allgemein
akzeptierte Definition der natiirlichen Zahlen. Axiome sind dabei eine Liste von Aussagen die
eine Struktur ausmachen.

Diese benutzen ein Konstantensymbol N (zu interpretieren als 0) — Vorsicht: Dieses Symbol N
hat nichts mit der Menge IN zu tun, es ist nur ein Name fiir die Null — und ein Funktionssymbol S
(zu interpretieren als die Nachfolgeroperation S(n) = n+ 1). Aulerdem benutzt es das Gleichheits-
symbol = in der iblichen Bedeutung. Da die Peano-Axiome die natiirlichen Zahlen erst definieren
sollen ist es das Ziel der Axiome die Eigenschaften der 0 und der Nachfolgeroperation zu charak-
terisieren. Genau genommen charakterisieren die Axiome die natiirlichen Zahlen einschlieflich
der Null, also die Menge N = {0, 1, 2, 3, ...}. In diesem Skript zahlt die Null nicht zu IN; wo es auf
den Unterschied ankommt, schreiben wir INj,.

Eine moderne Darstellung der Axiome wire:

3GrusepPE PEANO (1858-1932) war ein italienischer Mathematiker, Logiker und Linguist. Er ist vor allem fiir seine
Peano-Axiome bekannt, die die Grundlagen der natiirlichen Zahlen formalisieren, sowie fiir seine Beitrége zur mathe-
matischen Logik und Notation. Peano entwickelte eine prizise Symbolik fiir die Logik und beeinflusste die Entwicklung
der modernen Mengenlehre und formalen Logik. Auflerdem studierte er die Genauigkeit von Approximationen von
Integralen und fand eine stetige Kurve, die die ganze Ebene ausfiillte (die Peano-Kurve).
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Eigenschaft von N: 0 ist kein Nachfolger™:

—-3x : (S(x) = N)

Eigenschaft von S: ,Unterschiedliche Zahlen haben unterschiedliche Nachfolger®:

Vx : Vy : (S(x)=S(y) > x=17y)

Induktionsaxiom: ,Wenn man iterativ alle Nachfolger von der Null nimmt hat man alle Zahlen:®
Fiir jedes Préadikat ¢ das sich aus den logischen Symbolen und N sowie S bauen lasst gilt

(V) A ¥+ (o) > (S0 = ¥ 0l).

Dieses Axiom ist das tiefgreifendste, weil es probiert die Gesamtheit aller unendlich vielen
natiirlichen Zahlen zu beschreiben. Die Idee ist: Gilt eine Aussage fiir die Null und vererbt
sie sich von jeder Zahl auf ihren Nachfolger, dann gilt sie fiir alle natiirlichen Zahlen.

Eine wichtige Beweistechnik verwendet nun das Induktionsaxiom nicht als Charakterisierung
der natiirlichen Zahlen sondern als Trick um eine Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen zu zeigen.

Die Idee ist es die natiirlichen Zahlen als eine unendliche Kette von Dominosteinen zu verstehen.
Wenn man weif3, dass jeder Stein der fallt auch den nichsten Stein umwerfen wird, reicht es den
ersten Stein umzuwerfen um alle Steine umzuwerfen.

Angenommen man will also zeigen, dass ein Pradikat ¢ fiir alle natiirlichen Zahlen gilt. Wenn
man nun zeigen kann, dass aus ¢(n) auch ¢(n + 1) folgt, dann reicht es ¢(0) zu zeigen.

Dieser Ansatz spielt in den Grundlagen der modernen Mathematik eine wichtige Rolle. Wenn
man etwas axiomatisch begriinden will, dann darf man sich auf keine Intuition zu den Grundbe-
griffen verlassen sondern alles in den Axiomen ausdriicken. Dies wurde von David Hilbert im
Falle der Geometrie so auf den Punkt gebracht.

,» Man muf3 jederzeit an Stelle von ,Punkte, Geraden, Ebenen [auch]
,Tische, Stiihle, Bierseidel‘ sagen kénnen “

Dieser Ansatz ist in der reinen Mathematik sehr fruchtbar. Er erfordert aber eine grof3e Ma-
schinerie an Technik und erfordert es die bisherige Intuition durch eine rein logische Intuition
zu ersetzen. Daher eignet sich dieser Ansatz nur schwer fiir eine Grundvorlesung. Tatsiachlich
arbeiten auch die meisten Mathematiker in der Praxis nicht so.

Wir wiahlen einen anderen Ansatz: Wir arbeiten innerhalb des Rahmens der Mengenlehre.
Dies ist eine Theorie die Kollektionen von mathematischen Objekten als eigenstandige Objekte
studiert. Oder um es mit FELIXx HAUSDORFF zu sagen: Mengen sind ,Vielheit als Einheit“ gedacht.
Die Mengenlehre erlaubt uns die Objekte mit denen wir arbeiten wollen (in einem abstrakten
Sinn) zu konstruieren. Dennoch wird uns die axiomatische Methode in weniger radikaler Form
immer wieder begegnen.

Bevor wir uns der Mengenlehre selber widmen werden wir die Notation beschreiben. Mengen
kann man zum einen direkt iiber die Angabe der Objekte und der geschweiften Klammern { und }
definieren. Die Menge, die die Zahlen 1, 3 und 2878 enthalt, schreibt man als

{1,3,2878} .
Um zu sagen ,x ist ein Element von A® schreiben wir

x€EA.
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Ein paar Mengen fassen wir erstmal als einfach gegeben auf: Mit IN bezeichnen wir die Menge
aller natiirlichen Zahlen, mit Q die Menge aller rationalen Zahlen und mit R die Menge aller
reellen Zahlen.

Ist A eine Menge und ¢ ein Pradikat, so ist {x € A | ¢p(x)} die Menge aller x aus A die ¢(x)
erfiillen. So ist beispielsweise

{n e N | 2 teilt n}

die Menge aller geraden Zahlen.
Sobald wir Mengen haben stellt sich die Frage: Wie kann man Quantoren auf Mengen ein-

schrianken?
Manchmal will man sagen ,Fiir alle natiirlichen Zahlen gilt .. oder ,Es gibt eine rationale Zahl
... Als Abkiirzung dafiir verwendet man ,Vn € IN : ..“ oder ,3g € Q : ...“. Aber wie kann man

das auf die bisherigen Symbole zuriickfithren?

Definition 1.3.20 (Eingeschrankte Quantoren). Sei A eine Menge und ¢ ein Pradikat.
Die Schreibweise
Vx e A : o(x)

ist definiert als
Vx : (x € A - p(x)).

Aufgabe: Machen Sie sich klar, dass diese Definition die Bedeutung erfasst. Welche Eigenschaft
von — spielt hier eine wichtige Rolle?
Die Schreibweise
dx e A : ¢(x)

ist definiert als
Ax : (x € AN gp(x)).

Aufgabe: Machen Sie sich klar, dass diese Definition die Bedeutung erfasst. Warum verwenden
wir hier nicht ebenfalls — anstelle von A?

Beispiel 1.3.21 (Derselbe Satz, zwei Welten). Eingeschrankte Quantoren machen sichtbar, dass
eine Formel allein noch keinen Wahrheitswert hat — es kommt darauf an, worliber quantifiziert
wird. Betrachte

VxeN: x*>x und VxeR : x? > x.

Die erste Aussage ist wahr: Jede natiirliche Zahl erfullt x > 1, und Multiplikation dieser Unglei-
chung mit x liefert x? > x. Die zweite Aussage ist falsch, und nach der Negationsregel geniigt
dafiir ein einziger Zeuge: x = % erfiillt x2 = 3 < 1

Auch physikalisch ist die Abhéngigkeit vom Grundbereich Alltag: ,Alle Ladungen sind ganz-
zahlige Vielfache der Elementarladung® — wahr fir freie Teilchen, falsch, sobald man die Quarks
im Inneren der Protonen mitzéhlt. Wer eine Allaussage behauptet oder priift, muss also zuerst

klaren, tiber welche Menge sie lauft. Genau dafiir sind die eingeschriankten Quantoren da.

1.4 Grundbegriffe der Mengenlehre

1.4.1 Der Mengenbegriff

Definition 1.4.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung von wohlunterschiedenen Objekten,
den sogenannten Elementen der Menge.

Bemerkung 1.4.2. Fiir uns ist vor allem wichtig:
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+ Eine Menge ist durch ihre Elemente bestimmt.
« Der Name einer Menge ist egal, nur ihr Inhalt zéhlt.

 Reihenfolge spielt keine Rolle, Mehrfachnennungen auch nicht.

Leitbeispiel 1.4.3 (Der Teilchenzoo). Als Leitbeispiel fiir diesen Abschnitt nehmen wir einen
kleinen Ausschnitt aus dem Teilchenzoo der Physik:

M :={e, p,v,y, p,n},

also Elektron, Myon, Neutrino, Photon, Proton und Neutron. Fiir die Mengenlehre sind das einfach
sechs Objekte — sie fragt nicht, was ein Elektron ist.

Schon die Grundregeln von eben haben hier Biss: Es gilt {e, 1} = {1, ¢} (eine Teilchenliste ist
keine Rangliste), und {e, e, y} = {e, y} (zweimal nennen erschafft kein zweites Teilchen).

Interessant wird der Zoo durch seine Eigenschaften: geladen oder ungeladen, massiv oder
masselos, Lepton oder nicht. Jede solche Eigenschaft liefert eine eigene Menge, etwa die Menge
der elektrisch geladenen Teilchen G = {e, y1, p}. Der ganze Abschnitt handelt davon, wie man
mit solchen Mengen arbeitet: wie Eigenschaften und Teilmengen einander entsprechen, wie
sich ,und®, ,oder” und ,nicht” in Mengenoperationen tibersetzen — und wie viele Teilmengen es
iberhaupt gibt.

Bemerkung 1.4.4 (Zur Geschichte des Mengenbegriffs). Der Mengenbegriff ist der grundlegends-
te Begriff der modernen Mathematik. Dennoch ist er ein, im Vergleich zum Alter der Mathematik,
sehr neuer Begriff. Die meiste Zeit kam die Mathematik ohne den Mengenbegriff aus, heute ist er
kaum wegzudenken.

Erst im 19. Jahrhundert wurde der Mengenbegriff systematisch entwickelt, insbesondere durch
GEORG CANTOR. Cantor untersuchte urspriinglich Probleme der Analysis, zum Beispiel die Frage
nach der Eindeutigkeit von Fourierreihen, und wurde dabei gezwungen, unendliche Sammlungen
von Zahlen genauer zu verstehen.

Dabei entstand eine revolutionire Idee: Unendliche Mengen kénnen selbst wieder als mathe-
matische Objekte betrachtet und miteinander verglichen werden. So zeigte Cantor etwa, dass es
unterschiedlich grofie Unendlichkeiten gibt.

Diese neuen Ideen fiithrten jedoch zunéchst zu erheblichen Paradoxien, zum Beispiel dem soge-
nannten Russell’schen Paradoxon. Dieses Paradoxon traf den Logiker GoTTLOB FREGE besonders
hart: Frege arbeitete in Jena und versuchte, die gesamte Mathematik auf eine logische Grundlage
zu stellen. Kurz vor der Verdffentlichung seines Hauptwerks wurde ihm das Paradoxon von
BERTRAND RUSSELL mitgeteilt, wodurch sein Ansatz in eine schwere Krise geriet.

Dies machte deutlich, dass ein zu naiver Umgang mit Mengen zu Widerspriichen fithren kann.

Die moderne Mathematik verwendet daher heute axiomatische Systeme der Mengenlehre,
um den Mengenbegriff prazise zu kontrollieren. Trotz dieser formalen Absicherung bleibt die
grundlegende Intuition erhalten: Eine Menge ist eine ,Vielheit als Einheit®.

Beispiel 1.4.5.
A=1{1,23}, B=1{3,2,1}, C=1{1,223}

Dann gilt
A=B=C,

denn alle drei Mengen enthalten genau dieselben 3 Elemente. Jedoch wire
D ={1,{2},3}

eine andere Menge.
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Beispiel 1.4.6 (Gleichheit trotz anderer Schreibweise).

xeZ|x*=1}={-1,1}

Beispiel 1.4.7 (Gleichheit trotz anderer Namen).
A=1{1,2,3, M={321}.
Dann gilt A = M.
Beispiel 1.4.8. Die Menge der geraden natiirlichen Zahlen kann man schreiben als
E=1{0,2,4,6,8,...}.

Oder beschreibend:
E ={n € Ny | nist gerade}.

Definition 1.4.9. Eine Menge, die keine Elemente enthélt, nennen wir die leere Menge und
schreiben @ oder {}.

Bemerkung 1.4.10. Da Mengen durch ihre Elemente eindeutig bestimmt sind, gibt es nur eine
einzige leere Menge.

Beispiel 1.4.11. A := @ und B := {@} sind nicht die gleiche Menge. Das mag verwundern, aber
A hat keine Elemente und B hat genau ein Element (und zwar A).

1.4.2 Elemente und Teilmengen

Ist x ein Element der Menge A, so schreiben wir

x €A
Ist x kein Element von A, so schreiben wir

x & A.

Daher gilt also auch
“(x€eA)exeA

Definition 1.4.12. Fiir zwei Mengen A und B heift A eine Teilmenge von B, wenn jedes Element
von A auch ein Element von B ist. Man schreibt

ACB.

Formal:
ACB < Vx: (x€ A— x € B).

Beispiel 1.4.13. Die folgenden Teilmengenbeziehungen gelten:

{1,2} € {1,2,3}, {2,4,6} C IN.
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Definition 1.4.14. Zwei Mengen A und B heiflen gleich, wenn sie dieselben Elemente besitzen:

A=B < Vx: (x€ Ao x €B).

Lemma 1.4.15. Es gilt genau dann A = B, wenn sowohl A C B als auch B C A gilt.

Beweisidee. ~ Wir zeigen die Behauptung durch logische Umformungen:

A=B < Vx: (x€EAox€B) < Vx: (xeA—->xEB)A(xEB— x € A))
= Vx: (x€EA>xEB)AVx: (xEB—>x€A) < ACBABCA

O]

Leitbeispiel 1.4.16 (Der Teilchenzoo: Teilmengen und Gleichheit). Im Teilchenzoo Leitbei-
spiel 1.4.3 bilden

L ={e, pu,v} (die Leptonen) und F ={e,u,v,p,n} (die Fermionen)

zwei Teilmengen von M. Es gilt L C F: Jedes Element von L liegt auch in F. Die Umkehrung gilt
nicht, denn p € F, aber p ¢ L. Nach dem Lemma ist damit automatisch L # F.

Bei endlich vielen Teilchen ist eine Inklusion billig zu priifen: Man geht die Elemente der Reihe
nach durch. Der eigentliche Wert des Lemmas zeigt sich erst, wenn die beiden Mengen nicht als
Liste, sondern durch Eigenschaften gegeben sind. Dann wird jede der beiden Inklusionen zu einer
Allaussage, die man wirklich beweisen muss — wie das nichste Beispiel zeigt.

Beispiel 1.4.17 (Gleichheit tiber doppelte Inklusion). Wir verlassen den Zoo fiir einen Moment.
Sei Q die Menge der Quadrate, R die Menge der Rechtecke (Vierecke mit vier rechten Winkeln)
und D die Menge der Rauten (Vierecke mit vier gleich langen Seiten). Wir behaupten

Q=RnD.
Nach dem Lemma zerfallt das in zwei Inklusionen, und keine davon ist geschenkt:

Q C RN D: ,Jedes Quadrat ist ein Rechteck und eine Raute.* Man muss aus der Definition des
Quadrats beide Eigenschaften herleiten, die vier rechten Winkel und die vier gleich langen
Seiten.

RN D C Q: ,Ein Viereck, das zugleich rechtwinklig und gleichseitig ist, ist ein Quadrat.” Das ist
die eigentliche Riickrichtung.

Erst beide Inklusionen zusammen ergeben die Mengengleichheit. Zwei ganz verschieden formu-
lierte Beschreibungen — ,Quadrat® auf der einen, ,rechtwinklig und gleichseitig“ auf der anderen
Seite — liefern dieselbe Menge. Dass eine Menge nur ihren Inhalt kennt und die Formulierung
vergisst, ist dabei kein Verlust, sondern der Punkt.

1.4.3 Mengen und Aussagen

Der Zusammenhang zwischen Mengen und Aussagen ist zentral.
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Beispiel 1.4.18. Betrachte
A={xeR| x>0}

Dann ist die Aussage
xeA

aquivalent zu
x>0Ax€eR

Wenn implizit verstanden wird, dass x > 0 bedeutet, dass x € R ist (oder wir grundséitzlich
annehmen, dass x € R gilt), so gilt
XxXEA=x>0.

Allgemein: Gibt man eine Menge durch eine Eigenschaft an,
A={xeM]|Px)

dann ist
x€A = (x € MAP(x)).

Bemerkung 1.4.19 (Russell’sches Paradoxon). Bemerke, dass wir stets bestehende Mengen
mittels Eigenschaften gefiltert haben. Es ist extrem natiirlich auch zu versuchen die Menge von
allem zu bilden. Oder, aquivalent dazu, zu jeder Aussage ¢ eine Menge zu bilden.

Das ist aber unmoglich! Betrachte das (zugegebenerweise etwas ungewdhnliche, aber doch
sinnvolle) Pradikat

o(x) :=(x € x).

Die Aussage ¢(x) ist also wahr, wenn x eine Menge ist und sich nicht selber enthéalt. Nehmen wir
an, dass es zu der Eigenschaft ¢ eine Menge gibt und nennen wir sie Q,* also

Q={x[p(x)}.

Nun stellen wir uns die Frage ob ¢(Q) gilt. Angenommen es gilt ¢(Q). Dann gilt per Definition
von Q dass Q € Q. Aber was bedeutet ¢(Q)? ¢(Q) bedeutet nach Definition von ¢ genau dass
Q ¢ Q. Das ist ein Widerspruch. Es bleibt noch der andere Fall, dass —¢(Q) gilt. Dann gilt per
Definition von ¢ genau Q € Q. Aber per Definition von Q folgt aus —¢(Q2) dass Q & Q. Auch das
ist ein Widerspruch.

Der einzige Ausweg ist, dass es Q nicht geben darf. Die moderne Mathematik 16st das indem
Mengen nur aus bereits auf vorheriger Stufe ,konstruierten® Mengen bestehen diirfen. Eine Menge
aller Mengen kann es nicht geben, da diese sich selber enthalten wiirde, aber eine Menge kann ja
nicht frither als diese Menge selbst konstruiert worden sein.

1.4.4 Grundlegende Mengenoperationen

Definition 1.4.20. Fiir Mengen A und B definiert man:

AUB={x|x€ AvxeB} (Vereinigung),
ANnB={x|x€e AAx€eB} (Schnitt),
A\B={x|x€ AAx¢ B} (Differenz).

*Q wird ,Omega“ gelesen.
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Beispiel 1.4.21 (Logischer Blick auf den Schnitt). Die Aussage
xeE{xeR|x>0n{xeR|x<2}
bedeutet genau
x>0Ax <2

Also ist die Menge gleich
{xeR|0<x <2}

Beispiel 1.4.22. Seien
A=1{1,2,3,4}, B ={3,4,5}.

Dann ist
AUB=1{1,2,3,4,5},

ANB={3,4},
A\ B={1,2}.

Beispiel 1.4.23 (Intervalle: Mengenoperationen auf der Zahlengeraden). Die Operationen wirken
genauso auf unendlichen Mengen, zum Beispiel auf Intervallen reeller Zahlen. Fiir

A=[0,2]={xeR|0<x<2} und B=11,3]
gilt
AUB=[0,3], ANnB=[12], A\B={xeR|0<x<1}.

Hier lohnt sich das Bild auf der Zahlengeraden: Vereinigung heif3t zusammenlegen, Schnitt heifSt
Uberlappung, Differenz heifit wegradieren. Bemerke das Detail beim Wegradieren: Der Punkt
1 gehort zu B und wird deshalb mit entfernt — aus dem abgeschlossenen Intervall wird ein
halboffenes.

Bemerkung 1.4.24. Die Mengenoperationen sind direkt durch die aussagenlogischen Verkniip-
fungen gegeben! Wir haben
x€EAUB<—=xe€AVx€eB

und
xXEANB<—= xeAANXEB

sowie
x€ A\B<= x€ An—(x € B).

Theorem 1.4.25. Fiir alle Mengen A, B, C gelten:

Kommutativititsgesetze:

AUB=BUA und ANnB=BnNA,

Assoziativititsgesetze:

(AUB)UC=AU(BUC) und (ANB)NnC=An(BnC).
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Distributivititsgesetze:

AN(BUC)=(ANBUANC) und AuBNC)=(AuB)N(Aul)

Beweisidee. ~ Wir zeigen, dass fiir alle x gilt, dassx € AUB < x € BU A:
x€AUBexeAvxeBexeBvxeAex€BUA
Wir konnen den Beweis auch in den Mengenklammern fithren: Es gilt
AnB={x|xe AAx € B}

und
BNnA={x|xeBAx€EA}.

Aufgrund des Kommutativitatsgesetzes fiir Aussagen sind die Aussagen, die die Mengen definieren,
dquivalent. Das bedeutet, dass die Mengen gleich sind.
Aufgabe: Warum genau?
Die Assoziativgesetze folgen aus den entsprechenden Gesetzen der Logik. Aufgabe: Wie genau?
Genauso folgen die Distributivgesetze. Eines davon zeigen wir noch als Beispiel:

ANBUC)=(AnB)U(ANCO).
Wir zeigen fiir jedes x:
x€AN(BUC) = x€(AnB)U(ANC).
Nun:

x€AN(BUC) < (xeA)A(xeBuUC(C)
= (xeAA((xeB)V(xeD))
= ((xeA)/\(xeB))v((xEA)/\(xEC))
= x€(AnB)U(ANCOC).

Also sind die Mengen gleich.
O]

Bemerkung 1.4.26. Egal welche Methoden wir nutzen, es ist wichtig zu verstehen, dass alle
diese Rechenregeln der Mengenlehre sofort aus den Regeln der Aussagenlogik folgen!

Es hilft vielleicht sich vorzustellen, dass man, um Gleichheit von Mengen zu zeigen, in die
Welt der Logik iibersetzt, dort dann die Gesetze der Logik anwendet und schliefilich zuriickiiber-
setzt. Wir werden es noch o6fter erleben, dass bestimmte mathematische Fragen sich in andere
mathematische Fragen tibersetzen lassen.

Definition 1.4.27. Betrachten wir eine Teilmenge A einer feststehenden Obermenge X, so
bezeichnen wir die Differenz X \ A auch als das Komplement von A (in X) und schreiben

A :=X\NA={xeX|xe& A}

Die Komplementbildung entspricht daher der aussagenlogischen Negation.
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Bemerkung 1.4.28. Es ist von grofiter Wichtigkeit eine feste Obermenge zu wéhlen. Denn
das allgemeine Komplement existiert nicht: Falls A und B := {x| x ¢ A} beides Mengen sind,
so ist auch A U B eine Menge. Aber A U B enthilt alles. Nach dem Russell’schen Paradoxon
Bemerkung 1.4.19 kann A U B keine Menge sein.

Die Obermenge taucht in A° nicht auf. Diese Notation ist also nur dann zuléssig, wenn die
Obermenge festgelegt ist.

Beispiel 1.4.29 (Eine Menge, keine Aussage). Seien A und B Teilmengen einer Menge M. Dann
ist
C={xeM|xeA—-xeB}

nicht dasselbe wie A C B. Denn Cist eine Menge und A C B ist eine Aussage.
Aufgabe: Stellen Sie C durch die bisher definierten Mengenoperationen dar! (Erinnerung aus der
Aussagenlogik:a — f & —a Vv )

Theorem 1.4.30 (De-Morgan-Regeln). Sei X als Obermenge festgelegt. Fiir A, B C X gilt:

(AUBX =A°NB° und (AnB)* = AU B°.

Beweis.  Wir fithren es wieder auf die Logik zuriick:

x€(AUB)Y < x¢ AUB
— —((xe A)Vv(x€B))
= (x ¢ A)A(x & B)
= x € A°n B-.

1.4.5 Familien von Mengen

Bisher hatten wir einzelne Mengen A, B, C. Oft betrachtet man aber eine ganze Familie von
Mengen.

Bemerkung 1.4.31. Der Begriff Familie ist kein Fachterminus. Er wird lediglich gebraucht um
darauf hinzuweisen, dass die Elemente der Familie sich auf irgendeine Weise dhnlich sind. Bei
Mengen hat sich der Begriff durchgesetzt um nicht ,Mengen von Mengen® sagen zu miissen.
Fir die Zwecke dieses Abschnitts — Vereinigungen und Schnitte — diirfen wir eine Familie von
Mengen einfach als eine Menge auffassen, die selber Mengen enthilt: Es z&hlt nur, welche Mengen
vorkommen. (Wo es dagegen auf die Beschriftung ankommt — etwa wenn dieselbe Menge unter
zwei verschiedenen Indizes auftreten soll — fasst man Familien stattdessen als Funktionen von
der Indexmenge auf. Das kdnnen wir prazise machen, sobald Funktionen definiert sind.)

Sei I eine Indexmenge, und zu jedem i € I gehort genau eine Menge A;. Dann gibt es eine
Menge Z mit
BeZ <= diel: B=A;.

Aufgabe: Es gibt nur eine solche Menge Z, aber warum?
Wir schreiben dann {A; | i € I} fir diese eindeutig bestimmte Menge Z.

Bemerkung 1.4.32. Die Zuweisung zwischen i € und A; muss definierbar sein. In allen von
uns betrachteten Fallen wird das so sein. Tatséchlich kann ich natiirlich kein Beispiel einer nicht-
definierbaren Zuweisung geben. Daher ist diese Einschriankung in der Praxis kein Problem (auf3er
man redet tiber alle méglichen Zuweisungen).
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Bemerkung 1.4.33. Der Begrift Indexmenge ist ebenfalls ein Begriff ohne formale Bedeutung.
Jede Menge kann formal eine Indexmenge sein. Vielmehr hat der Begriff eine pragmatische
Bedeutung: Wenn I als Indexmenge bezeichnet wird, wird deutlich gemacht, dass die i € Ihier
lediglich als Zeichen dienen. Die eigentliche Bedeutung der i € Iist fiir den Zweck egal. Wenn man
eine Reihe an Stithlen mit Zahlen abzihlt, dann haben die Stiihle die eine Primzahl tragen nicht
unbedingt eine besondere Eigenschaft. Auch der Stuhl mit der 13 ist vermutlich nicht geféhrlicher
als der Stuhl mit der 14. Um deutlich zu machen, dass die Zahlen hier nur als Nummerierung und
nicht in ihrer Bedeutung als konkrete Gréf3en benutzt werden konnte man sagen, ,Die Zahlen
dienen nur als Indexmenge®.

Beispiel 1.4.34. Jede Stuhlreihe im Horsaal enthélt eine Menge von Studierenden. Damit ich die

Reihen unterscheiden kann, gebe ich ihnen Namen wie

Reihe 1, Reihe 2, ...

oder etwa

Reihe A, Reihe B, ....

Ich konnte auch Emojis benutzen, oder Tiernamen oder Elemente des Periodensystems usw.
Tatséchlich konnte ich sogar eine jede Reihe mit sich selber beschriften.

Beispiel 1.4.35. Wir definieren A; = {i} fiir i € N. Dann erhalten wir die Mengen {1},{2}, ....
Beispiel 1.4.36. Ist I = {1, 2,3}, so schreibt man fiir die Familie auch
(Adier

Die runden Klammern betonen die Beschriftung durch I Fiir Vereinigung und Schnitt zahlt aber
nur, welche Mengen vorkommen — also die Menge {A;, A,, As}.

Definition 1.4.37. Fiir eine Mengenfamilie (A;);c; definiert man:

UAi:{xIEIiEI: x € A},

i€l

(NAi={x|Viel: xe A}

iel

Wir definieren, dass fiir jede Mengenfamilie auch diese (potentiell unendlichen) Vereinigungen
und Schnitte wieder Mengen sind.

Bemerkung 1.4.38. Wir konnen | J;c; A; als (potentiell unendliche) Reihe an Vereinigungen
Ail U Aiz U...

verstehen. Aber nicht jede Indexmenge ldsst sich durchnummerieren (das werden wir spater noch
sehen). Vergleiche das mit Bemerkung 1.3.7.

Bemerkung 1.4.39. Da (A;),cs nichts anderes ist als die Menge

{Ailiel
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kénnen wir anstelle von | ;7 A; auch

Ji4ilien

schreiben. In der reinen Mengenlehre ist jedes Objekt eine Menge. Also ist jede Menge eine Menge
von Mengen. Insbesondere konnen wir fiir jede Menge X die Vereinigung | J X schreiben. Dabei

ist
Ux=Jalaex= A.

AeX
Analog kénnen wir auch (] X schreiben.

Beispiel 1.4.40. Sei firi € N
A={,i+1,i+2,...}

Dann gilt
LJA=N,
ieN

aber
(NA=o.
ieN

denn keine natiirliche Zahl liegt in allen Mengen A;.

1.4.6 Die Potenzmenge

Bevor wir Begriffe wie ,Relation” und ,Funktion® formal einfithren konnen, benétigen wir noch
einige Begriffe aus der Mengenlehre. Der wichtigste neue Gedanke ist, dass wir nicht nur Elemente
einer Menge betrachten, sondern auch Teilmengen, geordnete Paare und Mengen von geordneten
Paaren.

Definition 1.4.41 (Potenzmenge). Sei X eine Menge. Die Potenzmenge von X ist die Menge aller
Teilmengen von X. Wir schreiben dafiir

PX).

Formal bedeutet das:
AeP(X) = ACX.

Beispiel 1.4.42. Sei
X ={1,2}.

Dann ist
PX) ={o, {1}, {2} {1, 2}}.

Die Elemente von P (X) sind also selbst wieder Mengen.

Beispiel 1.4.43. Sein € N und X, := {1,...,n}. Dann ist die Potenzmenge von X, die Menge
aller Teilmengen von X,,. Wie viele Elemente hat diese Menge?

Beispiel 1.4.44. Fir die leere Menge gilt

B (@) = {a}.

Das ist wichtig: Die leere Menge hat keine Elemente, aber sie hat genau eine Teilmenge, ndmlich
sich selbst.
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Bemerkung 1.4.45 (Was bedeutet ,alle Teilmengen®?). In der Formulierung ,die Menge aller
Teilmengen® steckt ein kleiner fundamentaler Zauber. Es ist namlich nicht selbstverstiandlich, was
genau mit ,allen” Teilmengen gemeint ist. Bei endlichen Mengen, kann man sich tiberlegen, wann
man fertig ist. Bei unendlichen Mengen dagegen, gibt es keine Methode um zu iiberpriifen, dass
man alle Teilmengen gefunden hat. Wir deklarieren also, dass wie durch Zauberhand tatséchlich
,alle“ Teilmengen in dieser Menge vereint sind.

Formal ist % (X) als Menge eindeutig dadurch charakterisiert, dass fiir jede Menge A gilt

AEP(X) = ACX.

Das definiert P (X) eindeutig. Aber fiir unendliche Mengen X (nicht einmal fiir X = IN) kénnen
wir B (X) nicht konkreter beschreiben.

In der Praxis ist das natiirlich kein Problem, da wir einfach die definierende Formel benutzen
koénnen und nicht alle Elemente der Potenzmenge einzeln zusammensammeln wollen.

1.5 Relationen und Funktionen

1.5.1 Paare und Produkte

Relationen und Funktionen werden in der Mengenlehre kodiert als Mengen von geordneten
Paaren (interpretiert als Input und Output).

Definition 1.5.1 (Geordnete Paare). Ein geordnetes Paar ist ein Objekt, das aus einem ersten und
einem zweiten Objekt besteht.
Wir schreiben ein Paar mit erstem Eintrag a und zweitem Eintrag b als

(a,b).

Dabei sind zwei Paare genau dann gleich, wenn ihre ersten und ihre zweiten Eintrage gleich sind:

(a,b) =(c,d) = a=cAb=d.

Beispiel 1.5.2. Es gilt
(1,2) # (2, 1).

Die Reihenfolge spielt bei Paaren also eine Rolle.
Dagegen gilt fiir Mengen
{1,2} =1{2,1}.

Ein geordnetes Paar ist also nicht einfach dasselbe wie eine zweielementige Menge.

Bemerkung 1.5.3 (Eine Standardkodierung von Paaren). In der Mengenlehre méchte man oft
alle mathematischen Objekte als Mengen auffassen. Daher kann man geordnete Paare durch
Mengen kodieren.

Eine Standardkodierung ist die sogenannte Kuratowski-Kodierung:

(a,b) :={{a}, {a, b}}.
Dann erfiillt (a, b) genau die Eigenschaften, die wir von dem Paar (a, b) verlangen:

(a,b) ={c,d) = a=cAb=d.

45



Die Idee ist: Aus
{{a}.{a, b}

kann man den ersten Eintrag a wiedererkennen, weil a in beiden inneren Mengen vorkommt. Wenn
der erste Eintrag bekannt ist, kann man auch den zweiten Eintrag b aus {a, b} zuriickgewinnen.

Wir schreiben also (a,b) := (a,b). Diese Definition ist nicht die eigentliche Bedeutung eines
Paares. Sie ist nur eine technische Kodierung, die genau die gewiinschte Gleichheitsregel erfiillt.

Daher diirfen wir uns im Alltag einfach vorstellen, dass (a,b) ein Objekt mit einem ersten
und einem zweiten Eintrag ist. Die Kodierung zeigt nur, dass diese Vorstellung innerhalb der
Mengenlehre realisiert werden kann und wir nicht noch zusétzliche Operationen hinzufiigen
miissen.

Definition 1.5.4 (Kartesisches Produkt). Seien X und Y Mengen. Das kartesische Produkt von X
und Y ist die Menge aller geordneten Paare, deren erster Eintrag aus X und deren zweiter Eintrag
aus Y stammt.
Wir schreiben
XxY  :={x,y)|xeXAyeY}]

Also gilt
(r,y)eXxYe=xeXAyeY.

Bemerkung 1.5.5 (Warum existiert das kartesische Produkt als Menge?). Wenn wir die Kuratowski-
Kodierung verwenden, dann gilt fir x € Xund y €

(e, y) = {{xh {x yH-
Da x und y Elemente von X U Y sind, sind {x} und {x, y} Teilmengen von X U Y. Also gilt
{x, e PXUY).

Damit ist

(x,y) S PXUY).

Also gilt
(x,y) e PBXUY)).

Das kartesische Produkt kann daher als Teilmenge von P (5 (X U Y)) aufgefasst werden:

XxY={pePPXuY)|IxeX: :IyeY :: p=(xy}

Diese Bemerkung ist vor allem dafiir da, um zu sehen, dass X x Y wirklich eine Menge ist. Im
normalen Rechnen denken wir einfach an Paare (x, y).

Beispiel 1.5.6 (Endliches kartesisches Produkt). Seien
X ={1,2} und Y ={a,b}.

Dann gilt
X xY ={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}.
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Beispiel 1.5.7 (Die Reihenfolge der Faktoren z&hlt). Im Allgemeinen gilt
XxY#YxX.

Zum Beispiel ist
{1} x {2} ={(1,2)},
aber
{2} x {1} ={(2, D}.
Da
(1,2) = (2,1),

sind diese beiden Mengen verschieden.
Beispiel 1.5.8 (Produkte mit der leeren Menge). Fiir jede Menge X gilt
Xx@=0 und OxX=q.

Denn es gibt kein Paar, dessen zweiter beziehungsweise erster Eintrag aus der leeren Menge
stammt.

Beispiel 1.5.9 (Kartesische Produkte und Koordinaten). Das kartesische Produkt
R xR
besteht aus allen Paaren reeller Zahlen. Ein Element von R x R hat also die Form

(x,y)

mit x,y € R.
Wir kénnen R x R als die Ebene auffassen. Der erste Eintrag beschreibt dann die horizontale
Koordinate, der zweite Eintrag die vertikale Koordinate.

Beispiel 1.5.10 (Quadrate und Rechtecke). Das Produkt
[0,1] x[0,1]

beschreibt das Einheitsquadrat in der Ebene.
Das Produkt
[0,3] x[0,2]

beschreibt ein Rechteck mit Breite 3 und Hohe 2.
Beispiel 1.5.11 (Wahrheitswerte). Sei
W = {wahr, falsch}.

Dann besteht
WxWwW

aus allen moglichen Paaren von Wahrheitswerten:
W x W = {(wahr, wahr), (wahr, falsch), (falsch, wahr), (falsch, falsch)}.

Diese Menge taucht zum Beispiel implizit bei Wahrheitstafeln mit zwei Aussagen auf.
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Beispiel 1.5.12 (Zeilen und Spalten). Seien
I={1,....,m} und J=1{1,...,n}k

Dann beschreibt
Ix]

die Menge aller moglichen Positionen in einem rechteckigen Schema mit m Zeilen und n Spalten.
Spater konnen wir damit zum Beispiel die Eintrdge einer Matrix indizieren. Ein Matrixeintrag
a;j gehért dann zur Position

G,)elx].

Beispiel 1.5.13 (Studierende und Aufgaben). Sei S die Menge der Studierenden in einer Ubung
und sei A die Menge der Aufgaben auf einem Ubungsblatt. Dann besteht

Sx A

aus allen Paaren
(s, a),

wobei s eine studierende Person und a eine Aufgabe ist.
Ein solches Paar kann man lesen als: ,Person s bearbeitet Aufgabe a“. Daran sieht man schon,
warum kartesische Produkte fiir Relationen wichtig werden.

Beispiel 1.5.14 (Das Produkt einer Menge mit sich selbst). Fiir jede Menge X ist
XxX

die Menge aller Paare von Elementen aus X.
Ein besonders wichtiges Beispiel ist die sogenannte Diagonale:

Ax :={(x,x) | x € X}.

Sie enthélt genau die Paare, bei denen erster und zweiter Eintrag gleich sind.
Auch dies ist bereits ein erstes Beispiel fiir eine Relation.

Bemerkung 1.5.15 (Descartes und die kartesischen Koordinaten). Das Wort kartesisch erinnert
an RENE DESCARTES. Sein lateinischer Name war CARTESIUS.

Die Idee der kartesischen Koordinaten besteht darin, Punkte der Ebene durch Zahlenpaare zu
beschreiben. Ein Punkt wird also nicht nur geometrisch gezeichnet, sondern durch ein Paar

(x,y) eRxR

dargestellt.

Dadurch entsteht eine tiefe Verbindung zwischen Geometrie und Algebra: Geometrische Ob-
jekte konnen durch Gleichungen beschrieben werden, und Gleichungen kénnen als geometrische
Objekte sichtbar gemacht werden. Zum Beispiel beschreibt eine Gleichung wie

x2+y2=1

einen Kreis in der Ebene.

Dies war ein revolutionirer Schritt. Geometrische Probleme konnten nun mit algebraischen Me-
thoden untersucht werden, und algebraische Rechnungen erhielten eine geometrische Bedeutung.
Genau diese Verbindung fiithrt spiter zur analytischen Geometrie.

Historisch ist die Entwicklung nicht nur mit Descartes verbunden, sondern auch mit anderen
Mathematikern wie PIERRE DE FERMAT. Der Name ,kartesisch® erinnert aber bis heute an diesen
groflen Perspektivwechsel.
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Definition 1.5.16 (Mehrfache kartesische Produkte). Seien X, ..., X, Mengen. Das kartesische
Produkt von Xi, ..., X, ist die Menge aller n-Tupel

(1, er s X)),

wobei der erste Eintrag aus Xj, der zweite Eintrag aus X,, und allgemein der i-te Eintrag aus X;
stammt.
Wir schreiben
Xy x e x Xy i={(xq, .., %) | X1 € X1 A Ax, € X}

Also gilt
(XX EXg X x Xy = x1 €EX A Ax, € X,

Bemerkung 1.5.17 (Klammerung bei mehrfachen Produkten). Formal haben wir bisher nur
geordnete Paare eingefiihrt. Daher miisste man ein Tripel eigentlich durch geschachtelte Paare
kodieren, zum Beispiel als

((a,b),c)

oder als

(a, (b, c)).

Diese beiden Objekte sind formal nicht dasselbe. Sie sind unterschiedlich geklammerte Paare.
In der Praxis wollen wir aber nicht, dass die Klammerung eine eigene mathematische Informa-
tion trigt. Wir identifizieren daher solche geschachtelten Schreibweisen mit dem Tripel

(a,b,c).

Die Bedeutung ist: Es gibt einen ersten, einen zweiten und einen dritten Eintrag.
Allgemeiner betrachten wir ein n-Tupel

(a1, ..., ay)
als ein Objekt mit genau n geordneten Eintragen. Dabei gilt die Gleichheitsregel
(ai,....ayp) = (by,....by) = ay = by A ANa, =b,.

Streng mengentheoretisch kann man n-Tupel durch geschachtelte Paare kodieren. Fiir unsere
Zwecke ist aber nur diese Gleichheitsregel wichtig.

Definition 1.5.18 (Potenzen von Mengen). Sei X eine Menge und sei n € IN. Wenn alle Faktoren
in einem kartesischen Produkt gleich X sind, dann schreiben wir

X" =X x--xX.
[

n-mal

Die Elemente von X" sind also genau die n-Tupel

(x1, ..., %),

deren Eintrége alle in X liegen.
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Beispiel 1.5.19. Fir X = {0, 1} gilt
X3 =1{0,1}%.

Die Elemente sind genau die Tripel aus Nullen und Einsen:
{0, 1}3 ={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),
(1’ O’ 0)’ (1’ 0) 1)’ (1’ 1’ 0)’ (1’ 1} 1)}'

Beispiel 1.5.20 (Wahrheitstafeln und {0, 1}""). Betrachte atomare Aussagen
Ap s Ay

Fiir jede dieser Aussagen gibt es zwei mogliche Wahrheitswerte: wahr oder falsch.
Wir kodieren diese beiden Wahrheitswerte durch

1 = wahr und 0 = falsch.
Eine vollstandige Belegung der Aussagen Ay, ..., A, mit Wahrheitswerten ist dann ein n-Tupel
(¢1,..., &) € {0,1}".

Dabei beschreibt ¢ den Wahrheitswert von A;.
Zum Beispiel bedeutet
(1,0,1) € {0,117,

dass A; wahr, A, falsch und A; wahr ist.
Die Zeilen einer Wahrheitstafel fiir n atomare Aussagen entsprechen also genau den Elementen
von

{0, 13"

Bemerkung 1.5.21 (Warum hat {0, 1}"* genau 2" Elemente?). Fir jeden Eintrag eines Tupels

(e1,...,8) €{0,1}"

gibt es genau zwei Moglichkeiten:
0 oder 1.

Fiir den ersten Eintrag gibt es also 2 Moglichkeiten. Fiir jeden dieser Flle gibt es fiir den zweiten
Eintrag wieder 2 Moglichkeiten. Damit gibt es fiir die ersten beiden Eintréage

2-2
Maoglichkeiten.
Fithrt man dieses Argument fort, dann erhélt man fiir n Eintrage insgesamt
2:2..2=2"
[
n-mal

Moglichkeiten.
Wenn wir fir eine endliche Menge A mit card(A) die Anzahl der Elemente bezeichnen, gilt

card({0, 1}*) = 2".
Das erklart auch die Schreibweise X". Wenn X endlich ist und card(X) = m gilt, dann hat
Xn

genau

mﬂ

Elemente. Die Grofie wird also tatsdchlich potenziert.
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Bemerkung 1.5.22 (Warum heif3t es kartesisches Produkt?). Die Bezeichnung Produkt ist nicht
zufallig. Bezeichnen wir wieder fiir eine endliche Menge A mit card(A) die Anzahl der Elemente.
Wenn X und Y endliche Mengen sind, dann gilt

card(X xY) = card(X) - card(Y).

Man erhélt namlich fiir jedes Element von X alle méglichen Elemente von Y als zweite Komponente.
Allgemeiner gilt fiir endliche Mengen Xj, ..., X;:

card(X; x -+ x X)) = card(X;) -+ card(Xp,).

Das kartesische Produkt tibersetzt also die Idee des unabhéngigen Kombinierens in Mengen. Die
Anzahl der Méglichkeiten multipliziert sich.

1.5.2 Allgemeine Relationen

Definition 1.5.23 (Relation). Seien X und Y Mengen. Eine Relation zwischen X und Y ist eine
Teilmenge R von X x Y. Eine Relation zwischen X und X heifSt auch Relation auf X.

Bemerkung 1.5.24. Bemerke, dass wir, um zu priifen ob R eine Relation zwischen X und Yist, nur
testen miissen ob R C X xY gilt. Das Wort ,Relation® beschreibt also keine besondere Eigenschaften
solcher Teilmengen. Offenkundig wird nicht jede Relation eine tiefgehende Interpretation haben.
Vielmehr ist das Wort ,Relation“ wieder vor allem ein Hinweis darauf, dass wir R als etwas, das
Elemente von X mit Elementen von Y verbindet, interpretieren sollen. Um diese Interpretation
noch mehr zu betonen, schreiben wir auch

xRy : < (x,y) €R.

Dabei interpretieren wir R als eine Art zweistelliges Pradikat. Die Notation soll an die Notationen
x < yoder x = yerinnern.

Leitbeispiel 1.5.25 (Die Geburtstagsfunktion). Das folgende Beispiel wird uns durch den ganzen
Abschnitt begleiten. Es ist absichtlich kein mathematisches Beispiel: Alle zentralen Begriffe dieses
Abschnitts stecken bereits in einer Situation, die wir jeden Tag im Horsaal vor uns haben.

Sei J die Menge aller Studierenden eines fiktiven Jahrgangs, sagen wir mit 200 Personen. Sei T
die Menge aller 366 Kalendertage (den 29. Februar zahlen wir grof3ziigig mit). Auf dem kartesischen
Produkt J x T betrachten wir die Relation

G :={(p,t) € J xT| p hat am Kalendertag t Geburtstag},
und auf J x J die Relation
R :={(p,q) € ] x J| pund q haben am selben Kalendertag Geburtstag}.

Beide Relationen sind vo6llig harmlos und jedem vertraut. Genau deshalb eignen sie sich als
Priifstein: An ihnen werden wir alle kommenden Begriffe konkret durchspielen. Drei Leitfragen
begleiten uns dabei.

1. Was unterscheidet G strukturell von R? (Antwort: G ist eine Funktion in Verkleidung.)

2. Wie viel Information tiber eine Person vergisst die Zuordnung ,Person — Geburtstag*?
(Das fithrt zu Bild, Injektivitat und Surjektivitat.)
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3. Welche Struktur trigt ,am selben Tag Geburtstag haben*? (Das fithrt zu Aquivalenzrelatio-
nen und Partitionen — und ganz am Ende des Abschnitts zuriick zu G.)

Beispiel 1.5.26 (Relationen in der Mathematik). Relationen begegnen uns tiberall in der Mathe-
matik.

1. Die Gleichheit auf einer Menge X ist die Relation
Ax={(x,x)| x€ X} T X xX.
Wie bereits erwahnt nennt man Ay auch die Diagonale von X.
2. Die Kleiner-Relation auf R ist

<= {(x,y) eRxR|x < y}.

3. Die Teilbarkeitsrelation auf Z ist
| = {(a,b) € Z x Z | ateilt b}.

Die Aussage 3 | 12 bedeutet also:
(3,12) €.

4. Fir eine feste natiirliche Zahl n ist Kongruenz modulo n eine Relation auf Z:

a=b modn<>n|(a-0>b).

5. Auf A x B (A) ist auch eine Relation E gegeben durch
(b,B) € E <= b € B.
Man nennt E auch die Elementrelation und schreibt manchmal €= E.
6. Auf der Potenzmenge P (X) einer Menge X gibt es die Teilmengenrelation T
T C PXOxPX).

Dabei gilt
ACB< (A B)EeT.

Wenn wir T mit C identifizieren konnen wir die herrlich verriickte Formel
CC PX)=xPX).

schreiben. Daher muss man mit solchen Identifikationen aufpassen. Aber manchmal erspa-
ren sie einem viel Schreibarbeit.

7. Im R3 ist Orthogonalitit eine Relation:
viwe {(v,w)=0.

Dabei ist (v,w) := vyw; + vy»wy + v3wy das Standardskalarprodukt. Spater werden wir
Skalarprodukte genauer studieren.
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8. In der Geometrie kann man die Relation

Pliegt auf g

zwischen Punkten P und Geraden g betrachten. Dies ist eine Relation zwischen der Menge
aller Punkte und der Menge aller Geraden.

9. Fir jedes Paar von Mengen (X,Y) ist auch X x Y eine Relation zwischen X und Y. Dabei

steht jedes Element mit jedem anderen Element in Relation.

Beispiel 1.5.27 (Relationen in der normalen Welt). Auch viele alltagliche Verhaltnisse lassen
sich als Relationen auffassen.

1.

2.

3.

6.

7.

LPerson p wohnt in Stadt s ist eine Relation zwischen Personen und Stadten.
,Person p ist mit Person g befreundet” ist eine Relation auf der Menge der Personen.

,Person p hat Buch b ausgeliehen® ist eine Relation zwischen Personen und Biichern.

. »Studentische Person s besucht Veranstaltung v* ist eine Relation zwischen Studierenden

und Lehrveranstaltungen.

. »Datei d liegt in Ordner o ist eine Relation zwischen Dateien und Ordnern.

,E-Mail e wurde an Person p geschickt® ist eine Relation zwischen E-Mails und Personen.

sLier t gehort zu Art a” ist eine Relation zwischen Tieren und Arten.

Nicht jede Relation verbindet Elemente eindeutig miteinander. Eine Person kann mehrere
Biicher ausgeliehen haben, eine Veranstaltung kann von vielen Studierenden besucht werden,
und eine E-Mail kann an mehrere Personen geschickt worden sein.

Definition 1.5.28 (Totalitat und Eindeutigkeit von Relationen). Seien X und Y Mengen, und sei

RC X xY

eine Relation zwischen X und Y.

1.

Die Relation R heif3t linkstotal, wenn jedes Element von X zu mindestens einem Element
von Y in Relation steht:
Vxe X :dyeY : xRy.

. Die Relation R heif3t rechtstotal, wenn jedes Element von Y von mindestens einem Element

von X getroffen wird:
VyeY :dxe X : xRy.

. Die Relation R heif3t linkseindeutig, wenn jedes Element von Y von hichstens einem Element

von X getroffen wird:

Vx;,xp € X : Vy €Y : (xyRy A xyRy) = x1 = x3.

Die Relation R heif3t rechtseindeutig, wenn jedes Element von X mit hochstens einem
Element von Y in Relation steht:

Vxe X : Vy,»meY : (xRy; AxRy) = y; = ¥s.
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Bemerkung 1.5.29 (Links und rechts). Die Begrifte links und rechts beziehen sich auf die beiden
Seiten des kartesischen Produkts
X xY.

Die Elemente von X stehen links im Paar, die Elemente von Y stehen rechts im Paar.
+ Linkstotal bedeutet: Alle linken Elemente kommen vor.
+ Rechtstotal bedeutet: Alle rechten Elemente werden getroffen.
o Linkseindeutig bedeutet: Ein rechtes Element kommt von hdchstens einem linken Element.
« Rechtseindeutig bedeutet: Ein linkes Element geht zu hochstens einem rechten Element.

Die Begriffe sind am Anfang etwas gewohnungsbediirftig. Die Eselsbriicke ist: Totalitdt sagt,
dass alle Elemente einer Seite benutzt werden. Eindeutigkeit sagt, dass von der anderen Seite aus
hochstens ein Element dieser Seite moglich ist.

Leitbeispiel 1.5.30 (Die Geburtstagsfunktion: Totalitdt und Eindeutigkeit). Wir priifen die vier
Eigenschaften an der Relation G aus Leitbeispiel 1.5.25.

+ Gist linkstotal: Jede Person hat mindestens einen Geburtstag. (Niemand ist nie geboren.)

« Gist rechtseindeutig: Jede Person hat hochstens einen Geburtstag. (Niemand ist zweimal
geboren.)

« Gist nicht rechtstotal: Bei 200 Personen und 366 Tagen bleiben zwangslaufig Tage iibrig, an
denen niemand Geburtstag hat.

« Gist im Allgemeinen nicht linkseindeutig: Sobald zwei Personen am selben Tag Geburtstag
haben, wird ein rechtes Element von zwei linken getroffen.

Die Kombination ,linkstotal und rechtseindeutig® liest sich zusammen als: Jede Person hat
genau einen Geburtstag. Diese Kombination ist so wichtig, dass sie im néchsten Unterabschnitt
einen eigenen Namen bekommt.

Die Relation R auf J x Jverhilt sich ganz anders: Sie ist linkstotal und rechtstotal (jede Person
hat am selben Tag wie sie selbst Geburtstag), aber weder links- noch rechtseindeutig, sobald
irgendein Geburtstag geteilt wird.

1.5.3 Funktionen

Definition 1.5.31 (Funktion). Seien X und Y Mengen. Eine Funktion von X nach Y ist ein Tripel
f=0LY.T),

wobei
l“fg XxY

eine linkstotale und rechtseindeutige Relation ist.
Die Menge X heif3t Definitionsbereich von f. Die Menge Y heifit Wertebereich oder Zielmenge
von f. Die Relation I' ¢ heifit der Graph von f.
Wir schreiben
f: X->Y.

Fiir x € X bezeichnet f(x) das eindeutig bestimmte Element y € Y, fiir das

(x,y) €Ty
gilt.
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Bemerkung 1.5.32 (Warum ist eine Funktion ein Tripel?). Es reicht nicht immer, nur den Graphen
einer Funktion zu kennen. Der Wertebereich ist Teil der Daten.
Zum Beispiel haben die beiden Funktionen

f: R>R, f(x) = x2,

und

denselben Graphen als Menge von Paaren. Trotzdem sind sie als Funktionen verschieden, weil sie
verschiedene Wertebereiche haben.

Diese Unterscheidung ist subtil, aber manchmal wichtig: Die Funktion g ist rechtstotal, die
Funktion faber nicht.

Haufig lasst man den Definitions- und Wertebereich aber einfach weg, wenn er keine Rolle
spielt.

Bemerkung 1.5.33 (Der moderne Funktionsbegriff). Diese Definition ist ein sehr allgemeiner
Funktionsbegriff. Eine Funktion muss hier nicht durch eine Rechenvorschrift gegeben sein. Sie
muss auch nicht stetig, berechenbar, oder zeichnerisch darstellbar sein. Eine Funktion muss nicht
einmal durch eine Formel beschreibbar sein.

Entscheidend ist nur: Jedem Element des Definitionsbereichs wird genau ein Element des
Wertebereichs zugeordnet.

Historisch ist dieser allgemeine Begriff relativ spét entstanden. Im 17. und 18. Jahrhundert
dachte man bei Funktionen oft an Gréfien, die von anderen Gréfien abhéngen, oder an Ausdriicke,
die durch Formeln gegeben sind. Bei EULER waren Funktionen typischerweise noch stark mit
analytischen Ausdriicken verbunden.

Im 19. Jahrhundert erzwangen Probleme aus der Analysis, insbesondere Fourierreihen und
unstetige Beispiele, einen freieren Funktionsbegriff. Ein wichtiger Schritt ist mit DIRICHLET
verbunden: Eine Funktion kann jedem x eines Bereichs ein eindeutig bestimmtes y zuordnen,
ohne dass diese Zuordnung durch eine einfache Formel gegeben sein muss.

Erst mit der Entwicklung der Mengenlehre bei CANTOR, DEDEKIND, FREGE und anderen wurde
es natiirlich, Funktionen als Mengen von geordneten Paaren zu verstehen. Im 20. Jahrhundert
wurde diese Sichtweise durch die axiomatische Mengenlehre und die strukturelle Sprache der
modernen Mathematik weiter stabilisiert.

Der moderne Funktionsbegriff trennt also die Idee der Zuordnung radikal von der Idee einer
Rechenvorschrift. Das ist einer der Griinde, warum er so méchtig ist.

Leitbeispiel 1.5.34 (Die Geburtstagsfunktion ist eine Funktion). Die Relation G aus Leitbei-
spiel 1.5.25 ist linkstotal und rechtseindeutig. Das Tripel (J, T, G) ist also tatsédchlich eine Funktion

geb: J T, geb(p) = der Kalendertag, an dem p Geburtstag hat.

Ab jetzt nennen wir sie die Geburtstagsfunktion.
Zwei Beobachtungen passen genau zur bisherigen Diskussion.

1. geb ist eine Funktion ganz ohne ,Rechenvorschrift®: Es gibt keine Formel, die aus einer
Person ihren Geburtstag berechnet. Die Zuordnung ist trotzdem fiir jede Person eindeutig
festgelegt — genau das ist der moderne Funktionsbegriff aus der letzten Bemerkung.

2. Der Wertebereich ist Teil des Tripels und damit Teil der Funktion. Das Tripel (J,T’,G), in
dem T’ nur die tatsichlich vorkommenden Geburtstage enthilt, hitte denselben Graphen,
wire aber eine andere Funktion. Warum diese Unterscheidung sinnvoll ist, sehen wir bei
der Surjektivitat.
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Beispiel 1.5.35 (Funktionen). Die folgenden Beispiele sind Funktionen.
1. Die Identitét auf einer Menge X ist die Funktion
dy: X — X, Idy(x) = x.

TIhr Graph ist die Diagonale
rIdX =A X

2. Die Quadratfunktion
frR=>R  f(x)=x%

ist eine Funktion. Jeder reellen Zahl wird genau eine reelle Zahl zugeordnet.

3. Die Betragsfunktion
B: R—[0,00),  B(x) =[x,

ist eine Funktion.

4. Fir Mengen X und Y und jedes feste Element y;, € Y gibt es die konstante Funktion

Cyt X Y, ¢y, (%) = 0.

Auch die Abbildung y, +— ¢, ist eine Funktion. Aufgabe: Was ist der Definitions- und
Wertebereich?

5. Ist A C X, dann ist die sogenannte ,Inklusionsabbildung®
1t A- X, i(a) = a,
eine Funktion.
6. Fir Mengen X und Y ist die Projektion auf die erste Komponente
m: XxY > X, m(x,y) = x,
eine Funktion.
7. Fir Mengen X und Y ist die Projektion auf die zweite Komponente
M XxY Y, m(x,y) =y,
eine Funktion.

8. Sei W = J,ent0, 1}" die Menge aller endlichen Wérter die aus 0 und 1 bestehen. Die Lange
eines Wortes ist eine Funktion
£: W >N,

wobei £(w) die Anzahl der Zeichen des Wortes w € W ist.

9. Wenn jede Person genau eine Matrikelnummer besitzt, dann ist die Zuordnung
Person — Matrikelnummer

eine Funktion von der Menge der Studierenden in die Menge der Matrikelnummern.
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10. Die Zuordnung

ist eine Funktion von IN nach IN.

11. Die Zuordnung
A +—> card(A)

ist eine Funktion von der Menge aller endlichen Teilmengen einer festen Menge X nach IN;.

12. Die Funktion

1, x€A,
1,: X —{0,1}, 14(x) =
A {0,1} (%) 0. xéA

heif3t Indikatorfunktion und manchmal auch charakteristische Funktion der Teilmenge A C X.

Beispiel 1.5.36 (Relationen, die keine Funktionen sind). Die folgenden Relationen sind keine
Funktionen.

1. Die Relation
R={(x,y) eERxR|x <y}

ist keine Funktion von R nach R. Zu einem festen x gibt es ndmlich viele y mit x < y.

2. Die Relation
R={(x,y) eRxR|y* =x}

ist keine Funktion von R nach R. Fiir x = 1 gibt es zwei mogliche Werte, ndmlich y = 1 und
y = —1. Fur x = —1 gibt es gar keinen reellen Wert y.

3. Die Relation
R ={(p,b) | Person p hat Buch b ausgeliehen}

ist im Allgemeinen keine Funktion. Eine Person kann kein Buch, ein Buch oder mehrere
Biicher ausgeliehen haben.

4. Die Relation
R ={(p,q) | pist ein Geschwister von g}

ist im Allgemeinen keine Funktion. Eine Person kann mehrere Geschwister haben.

Definition 1.5.37 (Bild). Sei
f: X->Y

eine Funktion. Fiir eine Teilmenge A C X definieren wir das Bild von A unter fdurch

f(A) :={f(a) |a € A}
Insbesondere heif3t
FXO ={f(x) [ x e X}
das Bild von f.
Bemerkung 1.5.38 (f(a) vs. f({a})). Das Bild eines Elements des Definitionsbereichs ist selber
ein Element im Wertebereich. Sei also x € Xund f : X — Y. Dann ist f(x) € Y.

Anders verhilt es sich bei dem Bild der Menge {x}. Dieses ist die Menge { f(x)} und damit kein
Element, sondern eine Teilmenge von Y.
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Definition 1.5.39 (Urbild). Sei
f: X->Y

eine Funktion. Fiir eine Teilmenge B C Y definieren wir das Urbild von B unter fdurch

fU(B) :={x € X | f(x) € B}.

Bemerkung 1.5.40 (Achtung: das Urbild f~1(B) ist keine Umkehrfunktion). Das Urbild f~!(B) ist
fiir jede Funktion definiert und bezeichnet eine Menge — namlich alles, was fnach B hineinschickt.
Diese Menge kann leer sein, ein Element enthalten oder viele.

Spiter in diesem Abschnitt lernen wir die Umkehrfunktion kennen, die ebenfalls ! geschrieben
wird — sie existiert aber nur fur bijektive Funktionen. Die beiden Schreibweisen vertragen
sich: Wenn die Umkehrfunktion existiert, ist das Urbild f~!(B) genau das Bild von B unter der
Umkehrfunktion (Ubung). Das Urbild gibt es dagegen immer, auch wenn fnicht bijektiv ist.

Leitbeispiel 1.5.41 (Die Geburtstagsfunktion: Bild und Urbild). Fur die Geburtstagsfunktion
geb: J — Tist

geb(J) = {t € T| mindestens eine Person hat am Tag t Geburtstag}

die Menge der tatsdchlich vorkommenden Geburtstage. Bei 200 Personen und 366 Tagen gilt sicher
geb(J) # T: Das Bild kann hochstens 200 Tage enthalten, mindestens 166 Tage kommen also nicht
vor. Der Wertebereich T und das Bild geb(J) sind zwei verschiedene Dinge.

Genauso interessant ist die umgekehrte Blickrichtung. Fiir einen festen Tag ¢ € Tist

geb (i) = {p € J| geb(p) = 8

das Urbild von {t} (iblich ist auch der Name ,die Faser von geb tiber t). Anschaulich: geb sortiert
den Jahrgang in 366 Schubladen, eine pro Kalendertag. Wir schreiben F; : = geb™'({#}). Das Urbild
F, ist der Inhalt der Schublade ¢, und das Bild geb(J) ist die Menge der Tage, deren Schublade nicht
leer ist.

Dieses Bild lohnt sich zu merken: Jede Funktion sortiert ihren Definitionsbereich auf diese Weise
in Schubladen. Am Ende des Abschnitts bekommt das Sortieren in Schubladen einen offiziellen
Namen.

Definition 1.5.42 (Einschrankung einer Funktion). Sei
f: X->Y
eine Funktion, und sei A C X. Die Einschrdnkung von fauf A ist die Funktion
fla: A=Y, flala) = f(a).

Thr Graph ist
Ts, =Tfn(AXY).

Bemerkung 1.5.43 (Einschriankung des Wertebereichs). Manchmal mdchte man nicht den
Definitionsbereich, sondern den Wertebereich verkleinern.
Sei
f: X->Y
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eine Funktion, und sei B C Y. Wenn
f(X)CB

gilt, dann kann man dieselbe Zuordnung auch als Funktion
f: X—>B

auffassen.
Streng genommen #ndert sich dabei die Funktion als Tripel, weil sich der Wertebereich éndert.
Der Graph bleibt aber derselbe.

Beispiel 1.5.44 (Einschrankungen). Die Quadratfunktion
fiR=>R  f() =%

ist auf ganz R nicht eindeutig umkehrbar.
Schrankt man aber den Definitionsbereich auf [0, ) ein, dann erhilt man

flio,c0) * [0,00) = R, Flio.co)(x) = x2.
Schrankt man auflerdem den Wertebereich auf [0, ) ein, dann erhilt man die Funktion

[0, 00) — [0, ), x —> x2.

Definition 1.5.45 (Injektivitat). Eine Funktion

f: X->Y

heif3t injektiv, wenn unterschiedliche Elemente von X auch unterschiedliche Werte in Y haben.
Formal bedeutet das:

Vx,xp € X ¢ f(xg) = f) = x1 = x,.

Aquivalent dazu:
x1 # Xy = f(x1) # f(x2).

In der Sprache der Relationen bedeutet das: Der Graph I'¢ist linkseindeutig.
Definition 1.5.46 (Surjektivitit). Eine Funktion
f: X->Y

heif3t surjektiv, wenn jedes Element des Wertebereichs tatsachlich als Wert angenommen wird.
Formal bedeutet das:
VyeY ::Ixe X : f(x)=y.

Aquivalent dazu:
fX) =Y.
In der Sprache der Relationen bedeutet das: Der Graph I'¢ist rechtstotal.
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Definition 1.5.47 (Bijektivitit). Eine Funktion
f: X->Y

heif3t bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.

In der Sprache der Relationen bedeutet das: Der Graph I'y ist gleichzeitig linkstotal, rechtstotal,
linkseindeutig und rechtseindeutig.

Also: Jedes Element von X hat genau ein Bild in Y, und jedes Element von Y kommt von genau
einem Element aus X.

Beispiel 1.5.48 (Injektiv, surjektiv, bijektiv).

1. Die Identitat
Idy: X - X

ist bijektiv.

2. Die Inklusion
10 A— X, i(a) = a,

ist injektiv. Sie ist genau dann surjektiv, wenn A = X gilt.

3. Die Quadratfunktion
f: R>R, flx) = x2,

ist nicht injektiv, denn
f) = f(-1).

Sie ist auch nicht surjektiv, denn es gibt kein x € R mit

x?=-1.
4. Die Funktion
g: R—[0,00),  g(x)=x%
ist surjektiv, aber nicht injektiv.

5. Die Funktion
h: [0,00) = [0, c0), h(x) = x2,

ist bijektiv.
6. Die Exponentialfunktion
exp : R — (0, 00), x — e¥,
ist bijektiv.

7. Die Funktion
sin: R—>R

ist weder injektiv noch surjektiv.

8. Die Funktion
sin: R — [—1,1]

ist surjektiv, aber nicht injektiv.
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9. Die Einschrankung
. T
Ty |—m—, — —1, 1
Sln|[_5,5] [ 2 2] - [ |

ist bijektiv.
10. Ist Y nicht leer und y; € Y, dann ist die konstante Funktion
c: X =Y, c(x) = s

genau dann injektiv, wenn X hochstens ein Element hat. Sie ist genau dann surjektiv, wenn
Y = {3} gilt.

Leitbeispiel 1.5.49 (Die Geburtstagsfunktion: injektiv, surjektiv, bijektiv?). Die drei Begriffe
lassen sich an der Geburtstagsfunktion geb : J — Twortlich tibersetzen.

« geb ist injektiv genau dann, wenn keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben —
wenn also jede Schublade aus Leitbeispiel 1.5.41 hochstens eine Person enthilt. Injektivitit
bedeutet: Es geht keine Information verloren. Aus dem Geburtstag liefle sich die Person
eindeutig rekonstruieren.

« geb ist surjektiv genau dann, wenn an jedem der 366 Tage jemand Geburtstag hat — wenn
also keine Schublade leer bleibt. Mit 200 Personen ist das unmaoglich.

« Bijektiv wire geb nur in einem Jahrgang mit exakt 366 Personen und perfekt verteilten
Geburtstagen: jede Schublade genau einmal besetzt.

Zwei Beobachtungen mit mehr Tiefgang:

1. Stellen wir uns kurz einen grofieren Jahrgang vor: Ab 367 Personen ist geb garantiert nicht
mehr injektiv, denn 367 Personen verteilen sich auf 366 Schubladen, also enthilt irgendeine
Schublade mindestens zwei Personen. Dieses Argument heif3t Schubfachprinzip und ist
trotz seiner Harmlosigkeit ein erstaunlich starkes Beweiswerkzeug.

2. Schon bei 200 Personen wire Injektivitat zwar moglich, aber extrem unwahrscheinlich.
(Bereits ab 23 Personen ist ein geteilter Geburtstag wahrscheinlicher als keiner — das
sogenannte Geburtstagsparadoxon. Es ist kein echtes Paradoxon, sondern eine Erinnerung
daran, wie schlecht unsere Intuition fiir Wahrscheinlichkeiten kalibriert ist. Rechnen mussen
Sie das hier nicht — Wahrscheinlichkeiten sind in diesem Skript kein Stoff.)

Und noch einmal der Wertebereich: Die Funktion geb : J — Tist nicht surjektiv, aber die Funk-
tion J — geb(J) mit derselben Zuordnung ist es. Surjektivitét ist keine Eigenschaft der Zuordnung
allein, sondern hangt am gewéhlten Wertebereich — genau deshalb steckt der Wertebereich mit
im Tripel.

Definition 1.5.50 (Komposition von Funktionen). Seien
fr X->Y und g:Y>Z
Funktionen. Die Komposition von fund g ist die Funktion

gof: X —>Z
(g ° f)x) = g(f(x)).
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Lemma 1.5.51 (Assoziativitat der Komposition). Seienh : A— B,g : B> Cund f : C > D
Funktionen. Dann gilt

(fog)oh=fo(geh).

Beweis. ~ Wir zeigen Gleichheit von Funktionen, indem wir die Auswertung auf beliebigen
Elementen vergleichen.
Sei also x € A beliebig. Dann gilt

((f 2 8) e W)(x) = (f » §)(h(x)) = f(g(h(x))).

Andererseits ist
(f e (g m)(x) = f((g > h)(x)) = f(gh(x))).

Damit stimmen beide Seiten fiir alle x € A tiberein, also sind die Funktionen gleich. O

Bemerkung 1.5.52. Im obigen Beweis passiert in gewisser Weise ,gar nicht so viel“: Die Klam-
mern spielen keine echte Rolle, weil die Reihenfolge der Auswertung fest vorgegeben ist.
Egal wie man klammert, fiir jedes x erhélt man immer denselben Ausdruck

fegeh(x)= f(g(h(x))).

Die Komposition liest sich also von rechts nach links: Zuerst wird h angewendet, dann g, dann

f

Definition 1.5.53 (Umkehrfunktion). Sei

f: X->Y
eine Funktion. Eine Funktion

g:Y—->X
heifst Umkehrfunktion von f, wenn

geof=1Idx
und

feog=1Idy
gilt.

Wenn eine Umkehrfunktion existiert, dann schreiben wir sie als

fliy—X

Bemerkung 1.5.54 (Links- und Rechtsinverse). Sei

f: X->Y
eine Funktion.
Eine Funktion
g:Y—->X
heifit Linksinverse von f, wenn
g f=1dx

gilt. Sie steht in der Komposition links von f.
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Eine Funktion
h:Y—->X

heif3t Rechtsinverse von f, wenn

feh=1Idy
gilt. Sie steht in der Komposition rechts von f.

Eine Umkehrfunktion ist also gleichzeitig Links- und Rechtsinverse.

Proposition 1.5.55 (Injektivitat und Linksinversen). Sei
f: X->Y

eine Funktion.
Wenn f eine Linksinverse besitzt, dann ist f injektiv.
Ist umgekehrt X # @ und f injektiv, dann besitzt f eine Linksinverse.

Beweis.  Sei zunichst
g:Y—->X

eine Linksinverse von f. Dann gilt
8e° f = IdX
Seien nun x;, x, € X mit

) = f(x).

Wenden wir g auf beide Seiten an, dann erhalten wir

g8(f(xy)) = g(f(x)).

Da g o f = Idy gilt, folgt
X1 = Xg.

Also ist finjektiv.
Fir die Umkehrung sei nun X # @, und sei finjektiv. Wahle ein festes Element x, € X.
Wir definieren
g:Y—->X

folgendermaflen. Wenn y € f(X) gilt, dann gibt es wegen der Definition des Bildes ein x € X mit
f)=y.

Wegen der Injektivitat von fist dieses x eindeutig. Wir setzen dann

g(y) =x.
Wenn y ¢ f(X) gilt, setzen wir
8(y) = xp.
Dann gilt fiir jedes x € X:
g(f(x) = x.
Also gilt
geof=1dy.
Damit ist g eine Linksinverse von f. O
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Bemerkung 1.5.56 (Der leere Definitionsbereich). Die Voraussetzung X # @ in der Riickrichtung
ist nur wegen eines Randfalls nétig.
Die eindeutige Funktion
Q->Y

ist immer injektiv. Wenn aber Y # @ gilt, kann es keine Funktion
Y-
geben. Dann kann also auch keine Linksinverse existieren.
Proposition 1.5.57 (Surjektivitit und Rechtsinverse). Sei
f: X->Y

eine Funktion.

Wenn f eine Rechtsinverse besitzt, dann ist f surjektiv.

Umgekehrt gilt: Wenn f surjektiv ist und man fiir jedes y € Y ein Element x € X mit f(x) =y
wdhlen kann, dann besitzt f eine Rechtsinverse.

Beweis.  Sei zunichst
h: Y- X

eine Rechtsinverse von f. Dann gilt

foh=1dy.

Sei y € Y. Dann gilt
y =1dy(y) = (f - B)(y) = f(h(y)).

Also gibt es ein Element von X, ndmlich h(y), das unter f auf y abgebildet wird. Daher ist f
surjektiv.
Fir die Umkehrung sei fsurjektiv. Dann gibt es fiir jedes y € Y mindestens ein x € X mit

f(x)=y.
Wihlen wir fiir jedes y ein solches Element und nennen es h(y), dann erhalten wir eine Funktion
h:Y—>X
mit
fh(y) =y
fur alle y € Y. Also gilt
feoh=1Idy.
Damit ist & eine Rechtsinverse von f. O

Bemerkung 1.5.58 (Auswahlaxiom). Bei endlichen Mengen und bei konkret angegebenen
Funktionen ist die Wahl von h(y) meistens vollig harmlos. Bei beliebigen unendlichen Mengen
steckt in der Aussage ,wibhle fiir jedes y ein Element seines Urbilds® ein mengentheoretisches
Auswahlprinzip, das AUSWAHLAXIOM.

Fir diese Vorlesung ist vor allem die Idee wichtig: Eine Rechtsinverse wihlt zu jedem Element
des Wertebereichs ein Element seines Urbilds aus.
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Proposition 1.5.59 (Bijektivitat und Umkehrfunktionen). Sei
f: X->Y
eine Funktion. Dann ist f genau dann bijektiv, wenn f eine Umkehrfunktion besitzt.

Beweis.  Angenommen, fbesitzt eine Umkehrfunktion

g:Y—->X.
Dann gilt

geof=Idx
und

fog=1Idy.

Aus der ersten Gleichung folgt, dass feine Linksinverse besitzt. Also ist finjektiv.
Aus der zweiten Gleichung folgt, dass f eine Rechtsinverse besitzt. Also ist f surjektiv.
Damit ist fbijektiv.
Sei umgekehrt fbijektiv. Dann gibt es fir jedes y € Y genau ein x € X mit

fG) =y.

Wir definieren
g:Y—>X

durch
g(y) = das eindeutig bestimmte x € X mit f(x) = y.

Dann gilt fiir jedes x € X:

g(f(x)) = x.
Also gilt
geo f=1dyx.
Auflerdem gilt fiir jedes y € V:
fe) =y
Also gilt
fog=1Idy.
Damit ist g eine Umkehrfunktion von f. O]

Bemerkung 1.5.60 (Eindeutigkeit der Umkehrfunktion). Wenn eine Umkehrfunktion existiert,
dann ist sie eindeutig.

Angenommen,
gh:Y—>X
sind beide Umkehrfunktionen von
f: X->Y.
Dann gilt
g°f=1dx, f°l’l:Idy.
Daher folgt

g:goIdY:go(foh)z(gof)oh::[dxoh:h'
Also gibt es hochstens eine Umkehrfunktion.
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Beispiel 1.5.61 (Umkehrfunktionen).

1. Die Funktion
f: R—>R, f(x)=x+3,

ist bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist
fffrRoR i) =y-3

2. Die Funktion .
fr R\ {0} —» R\ {0}, flx) ==,

X

ist bijektiv und ihre eigene Umkehrfunktion.

3. Die Funktion
fil0,00) > [0,00),  flx) =%,
ist bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist

o) =y
4. Die Funktion
exp: R — (0,00)
ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion ist
log: (0,00) > R.

5. Die Funktion

f: R—[0,00), flx) = xz,

hat keine Umkehrfunktion. Sie ist zwar surjektiv, aber nicht injektiv.

6. Die Funktion
f:[0,00) > R, f(x) =%,

hat keine Umkehrfunktion. Sie ist zwar injektiv, aber nicht surjektiv.

7. Die Funktion
fiR=R, f(x) =27

ist bijektiv. IThre Umkehrfunktion ist

7 =

Beispiel 1.5.62 (Injektiv oder surjektiv allein geniigt nicht). Wir betrachten zwei sehr kleine
Beispiele.

1. Seien
A={1} und B={1,2}

Wir definieren
f:A->B, f(1)=1

Dann ist finjektiv. Das ist klar, denn in A gibt es nur ein Element.
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Die Funktion fist aber nicht surjektiv. Das Element 2 € B wird von keinem Element aus A
getroffen.

Nach dem Satz iiber Linksinverse besitzt feine Linksinverse. Eine solche Linksinverse ist
zum Beispiel
I:B—>A, I(1)=1, l(2)=1.

Dann gilt tatsachlich
(- HO) =1(f(1)) =11) = 1.
Also gilt
lof=1d4.

Die Funktion fbesitzt aber keine Rechtsinverse. Denn eine Rechtsinverse wire eine Funktion

r: B> A
mit
f oy = IdB .
Dann miisste insbesondere
(fer)2)=2
gelten. Aber fiir jedes x € A gilt
f) =1

Also kann f(r(2)) niemals gleich 2 sein. Daher gibt es keine Rechtsinverse.

Insbesondere besitzt fkeine Umkehrfunktion.

. Seien nun
A={1,2} und B={1}.

Wir definieren
g:A—-B g()=1, g2)=1

Dann ist g surjektiv. Das einzige Element von B wird getroffen.

Die Funktion g ist aber nicht injektiv. Denn

1#2, aber g(1)=g(2).

Nach dem Satz iiber Rechtsinverse besitzt g eine Rechtsinverse. Eine solche Rechtsinverse
ist zum Beispiel
r:B—>A r(1)=1.

Dann gilt
(gon)(D) = gr(1) = g(1) = 1.

Also gilt
geor=1dg.

Die Funktion g besitzt aber keine Linksinverse. Denn eine Linksinverse wire eine Funktion
l:B—>A
mit

l°g=IdA.
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Dann miisste gelten

(leg)(1)=1 und (l-g)(2) =2

Da aber
g1)=g(2)=1

ist, wire dies

I(1)=1 und I(1)=2.
Das ist unméglich. Daher gibt es keine Linksinverse.

Insbesondere besitzt auch g keine Umkehrfunktion.

Bemerkung 1.5.63. Diese Beispiele zeigen: Fine Umkehrfunktion ist stiarker als nur eine Links-
inverse oder nur eine Rechtsinverse.

Eine Funktion kann injektiv sein und trotzdem keine Umkehrfunktion besitzen. Dann fehlt im
Allgemeinen die Surjektivitat.

Eine Funktion kann surjektiv sein und trotzdem keine Umkehrfunktion besitzen. Dann fehlt
im Allgemeinen die Injektivitat.

Eine echte Umkehrfunktion muss beides gleichzeitig leisten: Sie muss sowohl Links- als auch
Rechtsinverse sein.

Definition 1.5.64 (Menge der Funktionen nach {0, 1}). Sei A eine Menge. Wir schreiben
fo,.1}4
fur die Menge aller Funktionen von A nach {0, 1}. Also:
{0,134 := {f|f: A—{0,1}ist eine Funktion}.
Ein Element von {0, 1}4 ist also keine Zahl, sondern eine Funktion

f: A—{0,1}.

Definition 1.5.65 (Indikatorfunktionen Revisited). Sei A eine Menge, und sei B C A. Die Indika-
torfunktion von B ist die Funktion

1g: A—{0,1}
mit
1, a€ B,
1p(a) =
0, a¢ B.

Die Indikatorfunktion speichert also fiir jedes Element von A, ob es zu B gehort oder nicht.

Proposition 1.5.66 (Teilmengen und Indikatorfunktionen). Sei A eine Menge. Dann gibt es eine

kanonische Bijektion
P (A) — {0,134

Sie ordnet jeder Teilmenge ihre Indikatorfunktion zu.
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Beweis. ~ Wir definieren zunachst eine Abbildung
@: P(A) - {0,1}4

durch
®(B) = 1p

fir alle B C A.
Wir definieren aulerdem eine Abbildung

¥ {0,134 - PB(A)

durch
Y(f)={a€ Al f(a) = 1}.

Die Menge ¥(f) ist also die Menge aller Elemente von A, die von fauf 1 abgebildet werden.
Wir zeigen nun, dass ® und ¥ invers zueinander sind.
Sei zuerst B C A. Dann gilt fiir jedes a € A:

a € ¥Y(®(B)) < d(B)(a) = 1.
Nach Definition von ® ist ®(B) = 1. Also gilt
a € ¥(®(B)) <= 1p(a) = 1.
Nach Definition der Indikatorfunktion gilt
1g(a) =1 < a € B.

Zusammen erhalten wir
a € ¥(®(B)) < a € B.

Da dies fiir alle a € A gilt, folgt

¥(®(B)) = B.
Also gilt
Yo ® =Idpa)-
Sei nun umgekehrt
f € {0,134,
Wir miissen zeigen, dass
o(¥(f) = f

gilt. Zwei Funktionen sind gleich, wenn sie denselben Definitionsbereich, denselben Wertebereich
und dieselben Werte an allen Stellen haben.
Beide Funktionen

o(¥(f)) und  f

sind Funktionen von A nach {0, 1}. Es gentigt also zu zeigen, dass sie an jeder Stelle a € A
denselben Wert haben.
Seia € A. Dann gilt

O(¥(f))(a) = Ly(p)(a).
Nach Definition der Indikatorfunktion gilt

]l\y(f)(a) =1 aec¥(f).

69



Nach Definition von ¥ gilt
a€¥(f) = fla)=1.
Also gilt
¥ (@) =1 f(a)=1.
Da sowohl ®(¥(f))(a) als auch f(a) Elemente von {0, 1} sind, folgt daraus bereits
2(¥())(a) = f(a).

Da dies fiir alle a € A gilt, folgt

O(¥(f)) = f.
Also gilt
(b ° ‘{’ = Id{o’l}A .
Damit sind ® und ¥ invers zueinander. Insbesondere ist ® eine Bijektion. O

Bemerkung 1.5.67 (Was hier abstrakt passiert). Die Proposition sagt nicht, dass eine Teilmenge
dasselbe Objekt ist wie eine Funktion. Eine Teilmenge B C A und ihre Indikatorfunktion

1p: A—{0,1}

sind formal verschiedene mathematische Objekte.
Die Proposition sagt aber, dass beide Objekte dieselbe Information enthalten.
Die Teilmenge B beantwortet fiir jedes a € A die Frage:

,Gehort a zu B?”

Die Indikatorfunktion 15 beantwortet dieselbe Frage durch den Wert 1 oder 0.
Wir wechseln also zwischen zwei Darstellungsformen derselben Information:

Teilmengen von A «— {0, 1}-wertige Funktionen auf A.

Das ist bereits ein sehr abstrakter Gedanke. Wir betrachten nicht nur konkrete Elemente,
sondern ganze Arten, Information zu kodieren.

Definition 1.5.68 (Tupel als Funktionen). Sei

L :={1,...,n}
Ein Element von
{0, 1}h
ist eine Funktion
f: I, > {0,1}.

Eine solche Funktion kénnen wir als n-Tupel schreiben:

fe—= Q... f(n).

Dadurch identifizieren wir
{0, 1}k

mit
{0, 1}".
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Proposition 1.5.69. Sei
I, ={1,...,n}.

Dann gibt es eine kanonische Bijektion
B Iy — {0.13"
Sie ist gegeben durch
B+— (15(1),...,15(n)).
Beweis.  Aus der vorherigen Proposition erhalten wir eine Bijektion
PU) — 0.3 B 1p

Auflerdem haben wir eine Bijektion

.3 —f.1%  fr (fQ)..... f().

Die Verkettung dieser beiden Bijektionen ist wieder eine Bijektion. Sie ist gegeben durch

B+— (15(1),...,15(n)).

O
Beispiel 1.5.70. Sei
I, =1{1,2,3,4}
Betrachte die Teilmenge
B=1{1,3,4}.
Dann ist
15(1) = 1, 15(2) = 0, 15(3) =1, 15(4) = 1.

Also entspricht B dem Tupel
(1,0,1,1) € {0, 1}*.

Umgekehrt entspricht das Tupel
(O’ 1, 13 0)

der Teilmenge
{2,3} C I,.

Bemerkung 1.5.71 (Warum die Schreibweise {0, 1}" passt). Wir haben nun zwei Sichtweisen auf
{0, 1}".
Einerseits ist
{0,1}"

die Menge aller n-Tupel aus Nullen und Einsen.
Andererseits ist

{0, 13>

die Menge aller Funktionen
I, — {0,1}.
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Diese beiden Sichtweisen sind dquivalent, weil eine Funktion

f:1{1,....,n} > {0,1}

vollstandig durch die Werte
fQ),..., f(n)

bestimmt ist.
Die Exponentenschreibweise ist also nicht zufallig: Wenn A endlich ist, dann gilt

card({0, 1}4) = 2card(4),

Fir jedes Element von A hat eine Funktion nach {0, 1} genau zwei Wahlméglichkeiten. Diese
Wahlméglichkeiten multiplizieren sich.

Beispiel 1.5.72 (Wahrheitstafeln). Betrachte atomare Aussagen
Al Ay

Eine Wahrheitsbelegung dieser atomaren Aussagen ist eine Funktion

v: I, - {0, 1},
wobei
v(i)=1
bedeutet, dass A; wahr ist, und
v(i)=0

bedeutet, dass A; falsch ist.
Die Menge aller Wahrheitsbelegungen ist also

{0, 1}h.
Durch die Identifikation mit Tupeln kdnnen wir sie auch als
{o,13"

schreiben.
Eine Zeile einer Wahrheitstafel ist also genau ein Element von

{0,1}".

Beispiel 1.5.73 (Wahrheitsbelegungen als Teilmengen). Zu einer Wahrheitsbelegung
v: I, > {0,1}

gehort die Teilmenge
T, :={iel,|v(i =1}

Diese Menge T, enthalt genau die Indizes der atomaren Aussagen, die unter v wahr sind.
Umgekehrt definiert jede Teilmenge
TCI,
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eine Wahrheitsbelegung
1r: I, > {0,1}.

Dabei gilt:
1{i)=1<=i€eT.

Die Teilmenge T sagt also: Genau die Aussagen A; miti € T sind wahr.
Damit entsprechen sich die folgenden drei Dinge:
Teilmengen von I,
{0, 1}-wertige Funktionen auf I,

Zeilen einer Wahrheitstafel mit n atomaren Aussagen

also

B L) ={0, 1} = {o,1}".

Bemerkung 1.5.74 (Die abstrakte Moral). Wir haben nun mehrere mathematische Objekte, die
formal verschieden sind, aber dieselbe Information tragen.
Eine Teilmenge
TC{1,..,n}

speichert, welche Indizes ausgew#hlt sind.
Eine Funktion
1r: {1,...,n} = {0,1}

speichert dieselbe Information durch Nullen und Einsen.
Ein Tupel
(e1,...,8) €{0,1}"

speichert dieselbe Information als Liste.
Eine Zeile einer Wahrheitstafel speichert dieselbe Information als Belegung atomarer Aussagen.
Der abstrakte Schritt besteht darin, diese verschiedenen Darstellungen nicht miteinander zu
verwechseln, aber ihre kanonischen Bijektionen zu erkennen. Mathematik arbeitet sehr oft genau
so: Man trennt sauber zwischen Objekten, und identifiziert sie dann kontrolliert, wenn sie dieselbe
Struktur oder dieselbe Information tragen.

1.5.4 Aquivalenz- und Ordnungsrelationen

Definition 1.5.75 (Aquivalenzrelation und Ordnungsrelation). Sei A eine Menge und sei R C AxA
eine Relation auf A.
Die Relation R heif3t reflexiv, wenn fiir alle a € A gilt:

aRa.
Die Relation R heifit symmetrisch, wenn fiir alle a,b € A gilt:
aRb = bRa.
Die Relation R heifit antisymmetrisch, wenn fur alle a,b € A gilt:

aRbund bRa = a =b.
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Die Relation R heif3t transitiv, wenn fiir alle a,b,c € A gilt:
aRbund bRe = aRc.

Eine Relation heif3t Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.
Eine Relation heiffit Ordnungsrelation oder partielle Ordnung, wenn sie reflexiv, antisymmetrisch
und transitiv ist.

Bemerkung 1.5.76. Aquivalenzrelationen und Ordnungsrelationen sind zwei der wichtigsten
Arten von Relationen.

Eine Aquivalenzrelation beschreibt, wann zwei Objekte in einem bestimmten Sinne als gleich
angesehen werden. Eine Ordnungsrelation beschreibt, wann ein Objekt in einem bestimmten
Sinne kleiner, einfacher, enthalten in oder vor einem anderen Objekt liegt. Der Unterschied
zwischen Symmetrie und Antisymmetrie ist dabei zentral. Bei einer Aquivalenzrelation darf man
in beide Richtungen gehen. Wenn a dquivalent zu b ist, dann ist auch b d4quivalent zu a. Bei einer
Ordnungsrelation ist das im Allgemeinen nicht so. Wenn sowohl a < b als auch b < a gilt, dann
miissen a und b bereits gleich sein.

Beispiel 1.5.77 (Gleichheit als einfachste Aquivalenzrelation). Sei A eine Menge. Die Gleich-
heitsrelation auf A ist definiert durch

aRb := a=b.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation. Sie ist reflexiv, denn fiir alle a € A gilt a = a. Sie ist
symmetrisch, denn aus a = b folgt b = a. Sie ist transitiv, denn aus a = bund b = cfolgt a = c.

Beispiel 1.5.78 (Briiche als Aquivalenzklassen von Paaren). Wir betrachten Paare natiirlicher
Zahlen

(a,b)
mit
acN und beNN.
Wir denken dabei an das Paar (a, b) als den Bruch

a
W
Auf der Menge
A:=NxN

definieren wir eine Relation ~ durch
(a, b) ~ (C, d) = Cld = bc_

Diese Relation beschreibt, wann zwei Briiche denselben Wert haben.
Zum Beispiel gilt
(1,2) ~ (2,4),
denn
1-4=2-2.

Ebenso gilt
(2,3) ~ (10, 15),
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denn

2-15=3-10.
Die Relation ~ ist reflexiv.
Fir jedes (a,b) € A gilt namlich
ab = ba.
Also gilt
(a,b) ~ (a,b).
Die Relation ~ ist symmetrisch.
Wenn
(a,b) ~ (c,d)
gilt, dann gilt
ad = be.
Also gilt auch
¢h = da.
Damit folgt
(c.d) ~ (a,b).
Die Relation ~ ist transitiv.
Seien
(a,b) ~ (c,d) und (c,d) ~ (e, f).
Dann gilt

ad =bc und cf =de.

Wir wollen zeigen, dass

(a,b) ~ (e, f)
gilt. Dazu miissen wir zeigen:
af = be.

Aus ad = bc folgt durch Multiplikation mit f:

adf = bcf.
Aus cf = de folgt durch Multiplikation mit b:

bef = bde.
Also gilt

adf = bde.

Dad = 0 ist, durfen wir durch d kiirzen und erhalten
af = be.

Also gilt
(a.b) ~ (e, f).

Damit ist ~ eine Aquivalenzrelation.
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Bemerkung 1.5.79. In diesem Beispiel sieht man sehr schén, warum Aquivalenzrelationen
wichtig sind.
Die Paare
(1,2),(2,4),(3,6),(10,20)

sind als Paare verschieden. Als Briiche beschreiben sie aber denselben Wert.
Eine Aquivalenzrelation erlaubt uns also, zwischen tatsachlicher Gleichheit und Gleichheit in
einem bestimmten Sinne zu unterscheiden.

Beispiel 1.5.80 (Kongruenz modulo n). Sein € IN.
Auf Z definieren wir eine Relation =, durch

a=,b :<=  nteilta—0>.

Man sagt dann: a ist kongruent zu b modulo n.

Zum Beispiel gilt
17 =5 2,
denn
17—-2=15
ist durch 5 teilbar. Ebenso gilt
-1 =5 4,
denn
—1-4=-5

ist durch 5 teilbar.
Die Relation =, ist eine Aquivalenzrelation. Sie ist reflexiv, denn

a—a=90
ist durch n teilbar. Sie ist symmetrisch, denn wenn n die Zahl a — b teilt, dann teilt n auch
b—a=-(a-D).
Sie ist transitiv, denn wenn n die Zahlen a — b und b — c teilt, dann teilt n auch ihre Summe

(a=b)+(b-c)=a—c.

Beispiel 1.5.81 (Verschiedene Gleichheitsbegriffe fiir Dreiecke). Wir betrachten Dreiecke in der
Ebene R?.

Ein Dreieck kann man zum Beispiel als Teilmenge der Ebene auffassen, ndmlich als die von
drei nicht auf einer Geraden liegenden Punkten aufgespannte Dreiecksflache.

Je nachdem, welche geometrischen Verdnderungen wir erlauben, erhalten wir verschiedene
Aquivalenzrelationen.

1. Gleichheit als Teilmenge.

Zwei Dreiecke Tund T’ heiffen gleich, wenn sie als Mengen gleich sind:

T~ T = T=T.

Das ist die gewo6hnliche Gleichheit von Mengen: Die Dreiecke miissen also exakt an dersel-
ben Stelle in der Ebene liegen.
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2. Gleichheit bis auf Verschiebung.

Zwei Dreiecke Tund T’ heiflen dquivalent, wenn man eines durch Verschieben in das andere
iiberfithren kann:
T~ T = WeR T =T+
Dabei bedeutet
T+v:={x+v|xeT}

Hier ist die genaue Position egal, die Richtung im Raum bleibt aber wichtig: Ein nach
oben zeigendes Dreieck ist also nicht dquivalent zu einem gedrehten Dreieck, wenn nur
Verschiebungen erlaubt sind.

3. Gleichheit bis auf Verschiebung und Rotation.

Zwei Dreiecke Tund T’ heiflen dquivalent, wenn man eines durch Verschieben und Rotieren
in das andere uberfithren kann:

T~3T" = 3ReSO(2):eR?: T =RT)+v.
Dabei ist SO(2) die Menge der Rotationen der Ebene um den Ursprung.
Hier sind Position und Ausrichtung egal, die Grof3e bleibt aber wichtig: Zwei Dreiecke mit
denselben Seitenldngen sind in diesem Sinne dquivalent, sofern keine Spiegelung nétig ist.
4. Gleichheit bis auf Verschiebung, Rotation und Skalierung.
Zwei Dreiecke Tund T’ heiflen dquivalent, wenn man eines durch Verschieben, Rotieren

und gleichméfliges Skalieren in das andere tiberfithren kann:

T~yT e 3Jl€Ry;:3IRESOQ2): IeER?: T =ART) +.

Hier sind Position, Ausrichtung und Gréfle egal, es bleibt nur noch die abstrakte Form
des Dreiecks und die Orientierung als Charakteristik tibrig. Dies entspricht dem Begriff
ahnlicher Dreiecke, sofern Spiegelungen nicht erlaubt werden.

5. Gleichheit der abstrakten Dreiecksform.

Wenn wir zusétzlich Spiegelungen erlauben, erhalten wir einen noch gréberen Begriff:
T~sT' e 3JAE€Ry:3I0€0(2): IeR?: T =1Q(T) +v.
Dabei ist O(2) die Menge aller Drehungen und Spiegelungen der Ebene.

In diesem Sinn sind zwei Dreiecke dquivalent, wenn sie dieselbe abstrakte Dreiecksform
besitzen: Ein Dreieck und sein skaliertes, rotiertes und verschobenes Spiegelbild gelten
dann als gleich.

Alle fiinf Relationen sind Aquivalenzrelationen. Fiir ~3, ~4 und ~5 kénnen wir das mit unseren
Mitteln noch nicht sauber beweisen — die Transitivitdt braucht, dass sich Verschiebungen, Dre-
hungen und Streckungen verketten und umkehren lassen. Prazise wird das, sobald wir Gruppen
kennen; hier geniigt das Bild.

Bemerkung 1.5.82. Das Dreiecksbeispiel zeigt einen wichtigen Gedanken: Es gibt nicht nur eine
einzige sinnvolle Bedeutung von ,gleich®.

Manchmal meinen wir exakt dasselbe Objekt. Manchmal meinen wir dasselbe Objekt bis auf
Verschiebung. Manchmal meinen wir dieselbe geometrische Form. Manchmal meinen wir sogar
dieselbe Form bis auf Skalierung und Spiegelung.

Die Sprache der Aquivalenzrelationen erlaubt es uns genau zu bestimmen welchen Gleichheits-
begriff wir verwenden.
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Beispiel 1.5.83 (Aquivalenzrelationen im Alltag). Aquivalenzrelationen kommen auch auflerhalb
der Mathematik sehr natiirlich vor.

1. Auf der Menge aller Menschen kénnen wir definieren:
x ~y < xund yhaben dasselbe Geburtsjahr.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

2. Auf der Menge aller Personen in Deutschland kénnen wir definieren:
x ~y < xund ywohnen in derselben Stadt.

Auch das ist eine Aquivalenzrelation.

3. Auf der Menge aller Biicher kdnnen wir definieren:
x~y < xund yhaben dieselbe ISBN.

Dann betrachten wir verschiedene physische Exemplare desselben Buches als dquivalent.

4. Auf der Menge der Biicher konnen wir auch definieren
x~y < xund yhaben denselben Inhalt.

Hier konnen wir wieder wie beim Dreieck sehr viele Zwischenstufen meinen: Exakte
Gleichheit des Textes? Was ist mit Ubersetzungen? Verschiedene Ausgaben?

5. Auf der Menge aller Dateien auf einem Computer konnen wir definieren:
x ~y < xund yhaben denselben Inhalt.

Dabei konnen die Dateien verschiedene Namen haben und an verschiedenen Orten gespei-
chert sein.

Beispiel 1.5.84 (Aquivalenzrelationen aus der Physik). Auch in der Physik betrachtet man
Objekte oft als gleich, wenn sie in einem bestimmten Sinn dieselben messbaren oder relevanten
Eigenschaften haben.

1. Auf der Menge aller Korper kann man definieren:
x~y < xund yhaben dieselbe Masse.

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation.

2. Auf der Menge aller geladenen Teilchen kann man definieren:
x~y < xund yhaben dieselbe elektrische Ladung.
Dann sind zum Beispiel alle Elektronen in Bezug auf ihre elektrische Ladung dquivalent.

3. Auf der Menge aller Zustande eines physikalischen Systems kann man definieren:
x~y < xund yunterscheiden sich nur durch eine Wahl der Koordinaten.

Die konkrete Beschreibung kann also verschieden sein, obwohl der physikalische Zustand
derselbe ist.
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4. Auf der Menge aller gleichformig bewegten Bezugssysteme kann man definieren:
§~8 i< SundS unterscheiden sich nur durch eine Galilei-Transformation.

In der klassischen Mechanik beschreibt das die Idee, dass alle Inertialsysteme physikalisch
gleichberechtigt sind.

Bemerkung 1.5.85. Bei physikalischen Beispielen muss man immer genau sagen, welche Eigen-
schaften man als relevant betrachtet.

Zwei Objekte konnen dieselbe Masse haben, aber unterschiedliche Form.

Sie konnen dieselbe Ladung haben, aber unterschiedliche Geschwindigkeit.

Sie konnen durch verschiedene Koordinaten beschrieben werden, aber denselben physikalischen
Zustand darstellen.

Aquivalenzrelationen sind also ein Werkzeug, um bewusst festzulegen, welche Unterschiede
wir ignorieren wollen.

Beispiel 1.5.86 (Die gewdhnliche Ordnung auf Zahlen). Auf N, Z, Q oder R ist die Relation
a<b
eine Ordnungsrelation.
Sie ist reflexiv, denn
Sie ist antisymmetrisch, denn aus
a<b und b<a

folgt
a=">b.

Sie ist transitiv, denn aus
a<b und b<c

folgt

a<c.

Beispiel 1.5.87 (Teilmengenordnung). Sei X eine Menge.
Auf der Potenzmenge P (X) definieren wir eine Relation durch

A<B := ACB.

Diese Relation ist eine Ordnungsrelation.
Sie ist reflexiv, denn fiir alle A C X gilt

Sie ist antisymmetrisch, denn aus
ACB und BCA

folgt



Sie ist transitiv, denn aus
ACB und BCC

folgt
ACC.

Diese Ordnung ist im Allgemeinen keine totale Ordnung.
Zum Beispiel sind in P ({1, 2}) die Mengen

{1} und {2}
nicht miteinander vergleichbar.

Definition 1.5.88 (Totale Ordnung). Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge A heif3t totale
Ordnung, wenn zusétzlich fur alle a,b € A gilt:

a<b oder b<a.
In einer totalen Ordnung sind also je zwei Elemente vergleichbar.

Beispiel 1.5.89 (Partielle Ordnung versus totale Ordnung). Die Ordnung

<

auf R ist eine totale Ordnung.
Fir zwei reelle Zahlen x, y € R gilt immer

x<y oder y<x.

Die Teilmengenordnung
c

auf P (X) ist im Allgemeinen nur eine partielle Ordnung.
Nicht alle Teilmengen von X miissen miteinander vergleichbar sein.

Beispiel 1.5.90 (Teilbarkeit als Ordnung). Auf IN definieren wir eine Relation durch
a<| b = ateilth.

Also gilt zum Beispiel
2 <| 6,

denn 2 teilt 6.
Ebenso gilt
3512

Die Relation < ist eine Ordnungsrelation.

Sie ist reflexiv, denn jede natiirliche Zahl a > 1 teilt sich selbst.

Sie ist antisymmetrisch, denn wenn a die Zahl b teilt und b die Zahl a teilt, dann gilt fiir positive
natiirliche Zahlen

a=hb.

Sie ist transitiv, denn wenn a die Zahl b teilt und b die Zahl c teilt, dann teilt a auch c.
Diese Ordnung ist keine totale Ordnung.
Zum Beispiel sind

2 und 3

nicht vergleichbar.
Weder teilt 2 die Zahl 3, noch teilt 3 die Zahl 2.
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Beispiel 1.5.91 (Produktordnung). Auf R? definieren wir eine Relation durch

() <(y2) = x <ypundx, <y,

Diese Relation heifSt Produktordnung.
Sie ist eine Ordnungsrelation.
Zum Beispiel gilt
(1,2) < (3,5).

Aber die Punkte
(1,5) und (3,2)

sind nicht vergleichbar.
Denn zwar gilt

aber nicht

Also ist die Produktordnung auf R? keine totale Ordnung,
Beispiel 1.5.92 (Ordnungen im Alltag). Auch im Alltag gibt es viele Ordnungsrelationen.
1. Auf der Menge aller Kalenderdaten ist die Relation
d<e :«< dliegtnichtspiteralse

eine totale Ordnung.

2. Auf der Menge aller Aufgaben in einem Projekt kann man definieren:
A<B :e= Anmusserledigt sein, bevor B erledigt werden kann; oder A = B.

Das ist typischerweise eine partielle Ordnung. Wenn sie wollen, kénnen sie sich tiberlegen,
was es fiir die Losbarkeit einzelner Aufgaben bedeutet, wenn < keine Ordnungsrelation ist.

3. Auf der Menge aller Ordner in einem Dateisystem kann man definieren:
A<B :< Aliegtinnerhalb von B.

Je nach Konvention kann man auch die umgekehrte Relation verwenden.

Wichtig ist nicht die Richtung des Symbols, sondern die Eigenschaften der Relation.

4. Auf der Menge aller Aussagen kann man definieren:
P<Q &= Q= P

Diese Relation beschreibt, dass Q mindestens so stark ist wie P.

Auf Aussagen selbst ist das nur dann antisymmetrisch, wenn wir Aussagen mit gleichem
Wahrheitsgehalt identifizieren. Das Beispiel zeigt daher auch, dass man bei Ordnungen
genau festlegen muss, was die Objekte sind. Manchmal ist eine Relation erst eine Ord-
nungsrelation wenn man eine Aquivalenzrelation ,ausfaktorisiert”. Was das heiflen soll
und worauf dabei zu achten ist (Stichwort ,Wohldefiniertheit®) sehen wir erst spater bei
Aquivalenzrelationen.
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Bemerkung 1.5.93. Aquivalenzrelationen und Ordnungsrelationen haben fast dieselben Baustei-
ne. Beide verlangen Reflexivitit. Beide verlangen Transitivitét.

Der entscheidende Unterschied liegt in der mittleren Eigenschaft: Aquivalenzrelationen verlan-
gen Symmetrie. Ordnungsrelationen verlangen Antisymmetrie.

Kurz gesagt: Aquivalenzrelationen sortieren Objekte in Gruppen von gleichartigen Objekten.
Ordnungsrelationen vergleichen Objekte in einer Richtung.

Leitbeispiel 1.5.94 (Die Geburtstagsfunktion: Aquivalenz oder Ordnung?). Die Relation R =
,hat am selben Kalendertag Geburtstag wie”“ aus Leitbeispiel 1.5.25 ist eine Aquivalenzrelation auf
J: Sie ist reflexiv (jede Person hat am selben Tag Geburtstag wie sie selbst), symmetrisch (teilt p
den Tag mit g, dann auch g mit p) und transitiv (hat p denselben Tag wie g und g denselben wie r,
dann hat p denselben Tag wie 7).

Versuchen wir dagegen zu ordnen:

p=<q < der Geburtstag von p liegt im Kalender nicht spéter als der von q.

Diese Relation ist reflexiv und transitiv, und je zwei Personen sind vergleichbar. Aber sie ist nicht
antisymmetrisch: Haben p # g am selben Tag Geburtstag, dann gilt p < gund g < p, ohne dass
p = q wire. Nach unserer Definition ist < also keine Ordnungsrelation — es scheitert exakt an der
mittleren Eigenschaft aus der letzten Bemerkung.

Der Ausweg wurde eben schon angedeutet: Man muss zuerst die Aquivalenzrelation R ,ausfak-
torisieren®, also nicht mehr Personen vergleichen, sondern ganze Geburtstags-Schubladen. Auf
den Kalendertagen selbst ist die Reihenfolge namlich eine totale Ordnung. Wie das Sortieren in
Schubladen formal funktioniert, klaren die nachsten Definitionen.

Definition 1.5.95 (Aquivalenzklasse). Sei A eine Menge und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Fiir ein Element a € A definieren wir die Aquivalenzklasse von a durch

[a]l. :={x€e A|x ~a}.
Wenn Klar ist, welche Aquivalenzrelation gemeint ist, schreiben wir auch einfach

[a]

statt

[a] -.

Bemerkung 1.5.96. Die Aquivalenzklasse [a] besteht aus allen Elementen, die zu a dquivalent
sind.

Man kann also sagen: [a] ist die Menge aller Objekte, die im gewahlten Sinn dieselben sind wie
a.

Bei Briichen enthilt die Aquivalenzklasse von (1,2) zum Beispiel alle Paare, die denselben
Bruchwert wie % beschreiben.

Beispiel 1.5.97 (Energieniveaus als Aquivalenzklassen). Auch die Physik sortiert unablissig in
Aquivalenzklassen.

Der Zustand eines (reibungsfreien) Federpendels ist durch Auslenkung x und Geschwindigkeit
vfestgelegt, also durch ein Paar (x,v) € R x R. Die Gesamtenergie definiert eine Funktion

E: R2 5 R, E(x,v) = %mv2 + %kxz,

82



mit Masse m > 0 und Federkonstante k > 0. Wir erkldren zwei Zusténde fiir 4quivalent, wenn sie
dieselbe Energie haben:

(x1,v) ~ (g, vn) 1= E(x1,v) = E(xp, vp).

Das ist eine Aquivalenzrelation: Sie erbt Reflexivitit, Symmetrie und Transitivitit direkt von der
Gleichheit der Energiewerte.

Die Aquivalenzklasse [(x,v)] ist die Menge aller Zustinde derselben Energie. Geometrisch
ist das eine Ellipse in der (x,v)-Ebene, denn %mv2 + %kx2 = E, beschreibt fir E, > 0 genau
eine Ellipse (eine in beiden Achsenrichtungen verschieden gestreckte Kreisgleichung — man
vergleiche x2 +v? = 1). Die Ebene aller Zustinde zerfallt also in ineinanderliegende Ellipsen (plus
den einzelnen Punkt (0, 0) zur Energie E, = 0). Und das Pendel bewegt sich, ohne seine Klasse je
zu verlassen: Energieerhaltung sagt gerade, dass die gesamte Bewegung innerhalb einer einzigen
Aquivalenzklasse ablauft.

In der Physik heiflen diese Klassen Energieschalen (nicht zu verwechseln mit den diskreten Ener-
gieniveaus der Atomphysik — hier ist fiir jeden Wert E; > 0 eine Schale da). Strukturell ist das exakt
die Situation aus Leitbeispiel 1.5.41: Eine Funktion (E statt geb) sortiert ihren Definitionsbereich
in Fasern. Die Energie ist sozusagen die Geburtstagsfunktion der Mechanik.

Proposition 1.5.98 (Grundlegende Eigenschaften von Aquivalenzklassen). Sei A eine Menge und
sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A.
Dann gelten folgende Aussagen.

1. Fiir jedesa € A gilt
a € [al.

2. Fiirallea,b € A gilt
a~b < [a]=1b]

3. Firallea,b € A gilt
laln[bl#@ = [a] =][b].

4. Zwei Aquivalenzklassen sind also entweder gleich oder disjunkt.

Genauer: Fiir alle a,b € A gilt

[a] = [b] oder [a]Nn][b]=@.

5. Die Vereinigung aller Aquivalenzklassen ist ganz A:

A= Jlal.

acA

Beweis.  Wir beweisen die Aussagen nacheinander.

1. Seia € A.

Da ~ reflexiv ist, gilt
a-~a.

Nach Definition der Aquivalenzklasse folgt

a € |al.
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2. Seiena,b € A.

Zuerst nehmen wir an, dass

gilt.

Wir zeigen

Dazu zeigen wir beide Inklusionen.

Sei zunichst

Dann gilt nach Definition

Auflerdem gilt nach Annahme

Mit Transitivitat folgt

Also gilt

Damit haben wir

Sei nun

Dann gilt

Aus a ~ b folgt wegen Symmetrie

Mit Transitivitat folgt

Also gilt

Damit haben wir

Insgesamt folgt

Umgekehrt nehmen wir nun an, dass

gilt.
Nach Teil 1 gilt

a~b
la] = [5].
x € [a]
a~b.
x~b
x € [b].
[a] € [?]
x € [b].
x~b
b~a
X~a
x € [a]
[b] € [a]
[a] = [5].
la] =[]
a € [a]
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Wegen [a] = [b] folgt
a € [b].

Nach Definition von [b] bedeutet das

Damit ist gezeigt:

. Seien a,b € A.
Wenn

gilt, dann ist

Nach Teil 1 gilt a € [a].
Also ist [a] nicht leer.

Daher gilt

[aln[b] # @
Umgekehrt nehmen wir an, dass

[aln[b] # @
gilt.
Dann gibt es ein Element

x € [a] N [b].

Also gilt
x €la]l und xe][b].

Nach Definition der Aquivalenzklasse bedeutet das

x~a und x ~b.

Aus x ~ a folgt wegen Symmetrie
a~ x.

Zusammen mit x ~ b folgt durch Transitivitat

a~b.
Nach Teil 2 folgt
[a] = [b].
. Seien a,b € A.
Entweder gilt
l[a]n[b] = @
Dann sind wir fertig.
Oder es gilt
[a]n[b] =@
Dann folgt aus Teil 3
[a] = [b].

Also sind zwei Aquivalenzklassen entweder gleich oder disjunkt.
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5. Wir zeigen

A= Jlal

acA
Zuerst gilt fir jedesa € A
[a] € A,
denn Aquivalenzklassen sind Teilmengen von A.
Also gilt
Jlalc A
acA
Umgekehrt sei
x € A.
Nach Teil 1 gilt
x € [x].

Da [x] eine der Mengen in der Vereinigung ist, folgt

x € U[a].

acA
Also gilt
AC U [a].
acA
Damit folgt die Gleichheit. O

Bemerkung 1.5.99. Die letzte Proposition sagt anschaulich: Eine Aquivalenzrelation zerlegt die
Menge A in Blocke.

Jedes Element liegt in genau einem Block. Zwei verschiedene Blocke tiberlappen sich nicht.
Und alle Blocke zusammen ergeben wieder die ganze Menge A.

Diese Blécke sind genau die Aquivalenzklassen.

Definition 1.5.100 (Partition). Sei A eine Menge. Eine Menge 9von Teilmengen von A heif3t
Partition von A, wenn folgende Bedingungen gelten:

1. Jedes P € Pist nicht leer.

2. Fir alle P,Q € Pgilt:
P=Q oder PNnQ=0.

3. Die Vereinigung aller Mengen in Pist ganz A:

A=[]JP

Pesp

Korollar 1.5.101 (Aquivalenzklassen bilden eine Partition). Sei A eine Menge und sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf A. Dann bildet die Menge aller Aquivalenzklassen

{la] | a € A}

eine Partition von A.
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Beweis.  Jede Aquivalenzklasse ist nicht leer, denn nach Proposition 1.5.98 gilt
a € [a]

fur jedes a € A.

Zwei Aquivalenzklassen sind nach Proposition 1.5.98 entweder gleich oder disjunkt. Aulerdem
ist die Vereinigung aller Aquivalenzklassen nach der Proposition ganz A. Damit erfiillen die
Aquivalenzklassen genau die Bedingungen einer Partition. O

Bemerkung 1.5.102. Man kann sich eine Aquivalenzrelation also als eine prizise mathematische
Art vorstellen, eine Menge in Schubladen zu sortieren.

Die Aquivalenzklasse [a] ist die Schublade, in der a liegt. Alle Elemente in derselben Schubla-
de sind zueinander dquivalent. Elemente aus verschiedenen Schubladen sind nicht zueinander
dquivalent.

Leitbeispiel 1.5.103 (Die Geburtstagsfunktion: alle Fiden zusammen). Jetzt zahlt sich das Leit-
beispiel aus: Alle Begriffe dieses Abschnitts treffen sich in einem Bild.

Die Aquivalenzklassen der Relation R = ,hat am selben Kalendertag Geburtstag wie” sind
genau die nichtleeren Fasern der Geburtstagsfunktion:

[p]R = {q € ]| geb(q) = geb(P)} = Fgeb(p)'

Nach dem Korollar bilden diese Klassen eine Partition von J: Der Jahrgang zerfillt vollstindig in
disjunkte Geburtstags-Schubladen. Die Schubladen aus Leitbeispiel 1.5.41 sind also die Aquiva-
lenzklassen — und das dort versprochene offizielle Wort lautet Partition. Ein Detail verdient dabei
Aufmerksambkeit: Zur Partition geh6ren nur die nichtleeren Schubladen — eine pro Tag im Bild
geb(J), bei 200 Personen also hochstens 200 Stiick. Die mindestens 166 leeren Schubladen sind
keine Aquivalenzklassen, denn eine Partition enthilt keine leeren Mengen — und es gibt ja auch
keine Person, deren Klasse sie sein konnten.
Drei Intuitionen, ein Objekt:

1. Funktionen erzeugen Aquivalenzrelationen: ,gleicher Wert unter f*ist fiir jede Funktion f
eine Aquivalenzrelation, und ihre Klassen sind die Fasern von f. Unsere Relation R war nie
etwas anderes als ,gleicher Wert unter geb®.

2. Aquivalenz ist gewolltes Vergessen: Wer von einer Person nur den Geburtstag behalten will,
ersetzt die Person durch ihre Schublade. Die Menge der Schubladen entspricht dabei genau
dem Bild geb(J): eine Klasse pro tatsiachlich vorkommendem Geburtstag.

3. Partitionen kénnen grob oder fein sein: ,gleiches Geburtsdatum (mit Jahr)“ zerlegt Jin feinere
Schubladen als R. ,gleiches Geburtsjahr” zerlegt Jdagegen in andere, mit R unvergleichbare
Schubladen: Zwei Personen kénnen denselben Kalendertag in verschiedenen Jahren treffen
— oder dasselbe Jahr an verschiedenen Tagen. Welche Aquivalenzrelation die richtige ist,
hangt davon ab, welche Information man vergessen mochte.

Diese Sichtweise trigt weit iiber den Jahrgang hinaus: Briiche entstanden oben als Klassen von
Zahlenpaaren, Energieschalen als Klassen von Pendelzustanden. Immer ist es dasselbe Muster —
eine Menge, eine Aquivalenzrelation, eine Partition in Schubladen.
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Kapitel 2

Abstrakte Algebra

2.1 Gruppen

2.1.1 Allgemeines

Bemerkung 2.1.1 (Motivation: Symmetrien und abstrakte Algebra). Der Gruppenbegriff ist einer
der ersten grofien Schritte in die abstrakte Algebra.

Die Grundidee ist zunichst sehr konkret: Man betrachtet Symmetrien eines Objekts. Zum Bei-
spiel kann man ein gleichseitiges Dreieck drehen oder spiegeln, ohne dass es sich als geometrische
Form verandert.

Wichtig ist dabei nicht nur jede einzelne Symmetrie fir sich, sondern auch, wie Symmetrien
miteinander verkniipft werden kénnen. Wenn man zuerst eine Symmetrie ausfithrt und danach
eine zweite, erhilt man wieder eine Symmetrie.

Der Gruppenbegriff abstrahiert genau diese Situation. Wir studieren also nicht mehr nur
einzelne Symmetrien. Wir studieren auch nicht nur konkrete Mengen von Symmetrien eines
bestimmten Objekts. Stattdessen untersuchen wir abstrakt, welche Eigenschaften eine Menge
mit einer Verkniipfung haben muss, damit sie sich wie eine Menge von Symmetrien verhélt. Und
was fiir Eigenschaften Mengen von Symmetrien allgemein haben kénnen und wie man diese
verstehen kann.

Deshalb sprechen wir im Folgenden einfach von einer Menge G mit einer Verkniipfung *. Die
Elemente von G miissen nicht unbedingt Zahlen, Funktionen oder geometrische Bewegungen sein.
Entscheidend ist nur, dass man sie miteinander verkniipfen kann und dass diese Verkniipfung
bestimmte Regeln erfiillt.

Definition 2.1.2 (Gruppe). Eine Gruppe ist ein Tripel
(G.x,0),
bestehend aus einer Menge G, einer Abbildung
*:GxG—->G

und einem Element
e eG,

sodass die folgenden Eigenschaften gelten.

1. Assoziativitat.

Fir alle x, y, z € G gilt
xx(yxz)=(x*y)*z

88



2. Neutrales Element.

Fir alle x € G gilt
exx=x und x+*e=x.

3. Inverse Elemente.

Fiir jedes x € G gibt es ein Element x” € G, sodass

x*x’=e und x'*x=e.

Die Menge G heif3t die Trdgermenge der Gruppe.
Die Abbildung * heif3t die Verkniipfung oder Gruppenoperation.
Das Element e heif3t das neutrale Element der Gruppe.

Bemerkung 2.1.3 (Warum steht das neutrale Element in der Definition?). Wir haben eine Gruppe
hier formal als Tripel
(G’ *? e)

definiert.
Das ist didaktisch etwas expliziter als die haufige Schreibweise

(G’ *)'

Der Grund ist folgender: Bei der Definition der inversen Elemente miissen wir bereits wissen,
welches Element das neutrale Element ist.
Die Bedingung fiir Inverse lautet namlich:

x*x’"=e und x'*x=—e

In dieser Formel kommt e schon vor.

Formal ist es deshalb sauber, e als Teil der Struktur mitzufithren.

In vielen Biichern definiert man eine Gruppe aber nur als Paar (G, *) und verlangt dann zuerst:
Es gibt ein neutrales Element e € G.

Danach fordert man: Zu jedem x € G gibt es ein inverses Element beziiglich dieses neutralen
Elements.

Beide Sichtweisen beschreiben dieselbe mathematische Idee.

In der Praxis geht man meist so vor:

Man hat zuerst eine Menge G und eine Verkniipfung * gegeben.

Dann priift man die Assoziativitat.

Danach sucht man ein neutrales Element.

Erst wenn man dieses neutrale Element gefunden hat, kann man sinnvoll nach inversen Ele-
menten fragen.

Bemerkung 2.1.4 (Historischer Hintergrund). Der Gruppenbegriff entstand nicht plétzlich als
fertige abstrakte Definition.

Er entwickelte sich im 19. Jahrhundert aus mehreren konkreten mathematischen Problemen.

Eine wichtige Quelle war die Untersuchung von Permutationen.

Permutationen sind Umordnungen einer endlichen Menge.

Wenn man zwei Permutationen hintereinander ausfithrt, erhialt man wieder eine Permutation.

Diese Operation ist assoziativ, es gibt eine Permutation, die nichts verandert, und jede Permu-
tation kann riickgingig gemacht werden.

Genau hier sieht man bereits die Gruppenaxiome.
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Besonders wichtig war die Arbeit von EVARISTE GALOISs.

Er untersuchte Gleichungen und die Permutationen ihrer Losungen.

Dabei erkannte er, dass bestimmte algebraische Eigenschaften einer Gleichung durch die
Struktur dieser Permutationen verstanden werden kénnen.

Spéter wurden Gruppen immer starker unabhangig von konkreten Gleichungen oder geometri-
schen Figuren betrachtet.

Man erkannte: Sehr verschiedene mathematische Objekte besitzen dieselbe abstrakte Struktur.

Der moderne Gruppenbegriff beschreibt genau diese gemeinsame Struktur.

Bemerkung 2.1.5 (Was hier abstrakt passiert). Beim Ubergang zu Gruppen wechseln wir die
Perspektive.

Frither haben wir oft konkrete Objekte betrachtet: Zahlen, Mengen, Funktionen oder geometri-
sche Figuren.

Jetzt betrachten wir eine Struktur, die auf sehr verschiedenen Arten realisiert werden kann.

Eine Gruppe kann aus Zahlen bestehen.

Eine Gruppe kann aus Symmetrien bestehen.

Eine Gruppe kann aus Matrizen bestehen.

Eine Gruppe kann aus Funktionen bestehen.

Aber in allen Fillen interessieren uns zunichst nur die Regeln der Verkniipfung.

Das ist ein typischer Gedanke der abstrakten Algebra:

Wir vergessen absichtlich viele konkrete Eigenschaften der Objekte und behalten nur die
Struktur, die fur die jeweilige Theorie wesentlich ist.

Das ist nicht weniger prézise, sondern praziser.

Wir sagen genau, welche Eigenschaften wir verwenden diirfen und welche nicht.

Definition 2.1.6 (Abelsche Gruppe). Eine Gruppe (G, *, ) heif3t abelsch oder kommutativ, wenn
fur alle x, y € G gilt:
X*y=y*X.
Das bedeutet: Die Reihenfolge der Verkniipfung spielt keine Rolle.

Definition 2.1.7 (Ordnung einer endlichen Gruppe). Sei (G, *, ) eine Gruppe.
Die Anzahl der Elemente von G heif3t die Ordnung von G.
Man schreibt dafiir
IG.

Wenn G endlich viele Elemente besitzt, heifit G eine endliche Gruppe.
Proposition 2.1.8 (Eindeutigkeit des neutralen Elements). Sei (G, , ) eine Gruppe.

Dann ist das neutrale Element eindeutig.
Genauer gilt: Wenn e’ € G ebenfalls ein neutrales Element ist, dann gilt

e=¢e'.

Beweis.  Seie’ € Gein weiteres neutrales Element.
Da e neutral ist, gilt insbesondere

exe =¢.
Da e’ neutral ist, gilt aber auch
exe =e.
Also folgt
e—exe =¢
Damit ist das neutrale Element eindeutig. O
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Bemerkung 2.1.9. Der Beweis ist kurz, aber sehr wichtig.

Er zeigt: Wenn eine Verkniipfung iiberhaupt ein neutrales Element besitzt, dann kann es nur
eines geben.

Deshalb ist es spater unproblematisch, von dem neutralen Element zu sprechen.

Das erklart auch, warum man eine Gruppe oft nur als Paar (G, *) definiert.

Das neutrale Element ist dann zwar nicht explizit Teil der Daten, aber durch die Gruppenstruktur
eindeutig bestimmt.

Beispiel 2.1.10 (Die ganzen Zahlen mit Addition). Die Menge Z bildet mit der Addition eine
Gruppe.
Wir betrachten also
(Z,+,0).

Die Verkniipfung ist
+:ZxZ— 7.

Die Assoziativitat der Addition besagt: Fiir alle a, b, c € Z gilt
a+b+c)=(a+b)+ec.
Das neutrale Element ist 0, denn fiir alle a € Z gilt
0+a=a und a+0=a.
Das inverse Element zu a ist —a, denn
a+(—a)=0 und (—a)+a=0.
Diese Gruppe ist abelsch, denn fiir alle a,b € Z gilt

a+b=b+a.

Beispiel 2.1.11 (Weitere additive Zahlengruppen). Analog sind auch
(Q,+,0) und (R,+,0)

Gruppen.
In beiden Fallen ist das neutrale Element 0.
Das inverse Element zu x ist jeweils —x.
Auch diese Gruppen sind abelsch.

Beispiel 2.1.12 (Warum (N, +, 0) keine Gruppe ist). Die Menge N bildet mit der Addition im
Allgemeinen keine Gruppe.

Die Addition ist zwar assoziativ.

Falls 0 € IN gilt, besitzt IN mit der Addition auch ein neutrales Element.

Aber nicht jedes Element besitzt ein additives Inverses in IN.

Zum Beispiel miisste das inverse Element zu 1 ein Element x € N sein mit

1+x=0.

Ein solches natiirliches x gibt es nicht.
Also ist (IN, +, 0) keine Gruppe.
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Beispiel 2.1.13 (Von Null verschiedene reelle Zahlen mit Multiplikation). Die Menge
R* : =R\ {0}

bildet mit der Multiplikation eine Gruppe.
Wir betrachten also
(]:RX’ " 1)‘

Die Assoziativitit folgt aus der Assoziativitit der Multiplikation reeller Zahlen.
Das neutrale Element ist 1, denn fiir alle x € R* gilt

l1-x=x und x-1=x.

Das inverse Element zu x ist

Denn

Diese Gruppe ist abelsch.

Beispiel 2.1.14 (Warum (R, -, 1) keine Gruppe ist). Die Menge R bildet mit der Multiplikation
keine Gruppe.

Das Problem ist die Zahl 0.

Sie besitzt kein multiplikatives Inverses.

Es gibt namlich kein x € R mit

0-x=1.

Also ist (R, -, 1) keine Gruppe.
Beispiel 2.1.15 (Die triviale Gruppe). Sei

G ={e}.
Wir definieren

exe—e.
Dann ist

(G, =€)

eine Gruppe.
Sie heifit die triviale Gruppe.
Sie hat genau ein Element.
Das neutrale Element ist e.
Das inverse Element von e ist wieder e.

Beispiel 2.1.16 (Eine Gruppe mit zwei Elementen). Die Menge
G={1,-1}

bildet mit der gewohnlichen Multiplikation eine Gruppe.
Das neutrale Element ist 1.
Es gilt
1'=1 und (-1)7'=-1
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Die Verkniipfungstafel lautet

Diese Gruppe ist endlich und abelsch.
Ihre Ordnung ist

IG| = 2.

Beispiel 2.1.17 (Restklassen modulo n mit Addition). Sein € IN.
Wir betrachten die Menge
Z./nZ

der Restklassen modulo n. Das ist nichts Neues: Z/nZ ist die Menge der Aquivalenzklassen der
Kongruenzrelation =, aus Beispiel 1.5.80. Die Klasse [a] enthélt alle ganzen Zahlen, die bei Division
durch n denselben Rest lassen wie a — daher der Name Restklasse. (Die Schreibweise Z. /nZ. liest
man als ,,Z modulo n®)

Jede Restklasse enthélt genau einen der Reste 0, 1,...,n — 1, also besteht die Menge aus

[0],[1],....[n—1].

Wir definieren Addition durch
[a] + [b] :=[a + b].

Dann bildet
(Z/nz,+,[0])

eine Gruppe. Das neutrale Element ist [0]. Das inverse Element zu [a] ist [—a]. Auf den ersten
Blick fehlt [—a] in der Liste [0],..., [n — 1] — aber dieselbe Restklasse tragt viele Namen: Wegen
—a=,n—aist[—a]l =[n—al]. InZ/5Z ist zum Beispiel [—1] = [4] (in Beispiel 1.5.80 hatten wir
schon —1 =5 4 nachgerechnet), und tatséachlich gilt [1] + [4] = [5] = [0].

Diese Gruppe ist endlich und abelsch. Sie hat Ordnung n.

Warum diese Definition wohldefiniert ist — das Ergebnis darf nicht davon abhingen, wel-
chen Vertreter der Restklasse man zum Rechnen benutzt — untersuchen wir im Leitbeispiel
Leitbeispiel 2.2.7 genauer.

Leitbeispiel 2.1.18 (Die Symmetrien des Dreiecks). Als Leitbeispiel fiir die Gruppentheorie
begleitet uns ein besonders anschauliches Objekt: ein gleichseitiges Dreieck. Dieses taucht auch
in der Natur auf — man denke etwa an das Molekiil Bortrifluorid BF;, dessen drei Fluoratome ein
gleichseitiges Dreieck um das zentrale Boratom bilden.

Eine Symmetrie ist eine Bewegung der Ebene, die das Dreieck als Ganzes auf sich abbildet. Mit
Bewegung ist dabei eine abstandserhaltende Abbildung der Ebene gemeint — eine Kongruenzab-
bildung, wie man sie aus der Schule kennt. (Ohne diese Einschrankung gabe es unendlich viele
Abbildungen, die das Dreieck auf sich werfen.)

Damit wir alle vom selben Dreieck reden, legen wir Konventionen fest: Wir nummerieren die
Ecken gegen den Uhrzeigersinn mit 1, 2, 3, gedreht wird ebenfalls gegen den Uhrzeigersinn, und
s; bezeichnet die Spiegelachse durch die Ecke i und die Mitte der gegeniiberliegenden Seite.
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Von diesen Symmetrien gibt es genau sechs:
« drei Drehungen um den Mittelpunkt, um 0°, 120° und 240°;
o drei Spiegelungen an den Achsen s;, s, und ss.

Fithrt man zwei Symmetrien nacheinander aus, so entsteht wieder eine Symmetrie. Die 0°-Drehung
lasst alles an seinem Platz — das ist das neutrale Element. Und jede Symmetrie l4sst sich riickgéngig
machen. Also bilden die sechs Symmetrien unter der Verkettung eine Gruppe, die Diedergruppe
D5 der Ordnung 6.

Diese Gruppe ist nicht abelsch: Erst spiegeln und dann drehen ergibt im Allgemeinen etwas
anderes, als erst drehen und dann spiegeln. Das kann man am Bild nachspielen: Spiegelt man erst
an s; und dreht dann um 120°, so landet die Ecke 1 auf dem Platz von Ecke 2; dreht man dagegen
erst und spiegelt dann an s, so landet die Ecke 1 auf dem Platz von Ecke 3. Sie ist unser erstes
Beispiel, in dem die Reihenfolge zahlt — und sie triagt uns durch das ganze Kapitel.

Wir werden die Symmetrien als Permutationen der drei Ecken wiedererkennen — und tiberhaupt
verstehen was es fiir zwei Gruppen heif3t , strukturgleich” zu sein.

Beispiel 2.1.19 (Funktionen mit punktweiser Addition). Sei X eine Menge. Wir betrachten die
Menge aller Funktionen
f:X->R

Diese Menge bezeichnen wir mit
RX.

Wir definieren eine Verkniipfung punktweise durch
(f +)(x) := f(x) + g(x)

fir alle x € X Dann ist
(RX,+,n)

eine abelsche Gruppe.
Dabei ist n die Nullfunktion
n: X—->R nx)=0.

Das inverse Element zu einer Funktion fist die Funktion — f, definiert durch

(=) = —f(x).

Dieses Beispiel zeigt: Auch Mengen von Funktionen kénnen Gruppen bilden.
Beispiel 2.1.20 (Vektoren mit Addition). Die Menge

]er
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bildet mit der Vektoraddition eine abelsche Gruppe. Das neutrale Element ist der Nullvektor
0=1(0,...,0).
Das inverse Element zu
x = (X1, 5 %)
ist
—x = (=1, 00y —Xp).

Dieses Beispiel wird spéter besonders wichtig. Vektorraume sind namlich Mengen, auf denen
insbesondere eine additive Gruppenstruktur gegeben ist. Dazu kommt dann noch die Skalarmulti-
plikation.

Bemerkung 2.1.21. Die Beispiele zeigen ein wiederkehrendes Muster. Eine Gruppe entsteht oft,
wenn man Transformationen hat, die man hintereinander ausfithren kann und wieder riickgéngig
machen kann.

Bei Zahlen ist die Verkniipfung Addition oder Multiplikation. Bei Symmetrien und Permuta-
tionen ist die Verkniipfung das Hintereinanderausfithren. Bei Matrizen ist die Verkniipfung die
Matrixmultiplikation. Bei Funktionen mit Werten in R ist die Verkniipfung punktweise Addition.

Die abstrakte Definition erlaubt es uns, all diese Situationen mit einer einzigen Sprache zu
behandeln.

Lemma 2.1.22 (Grundregeln in Gruppen). Sei G eine Gruppe mit Verkniipfung . Dann gelten die
folgenden Aussagen.

1. Das neutrale Element von G ist eindeutig bestimmt.
2. Fiir jedes x € G ist das inverse Element von x eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen es mit x~ 1.

3. Fiira,b € G besitzt die Gleichung
axx=>b

genau eine Losung x € G. Ebenso besitzt die Gleichung
y*a=b
genau eine Losung y € G.

4. Fiir alle x,y € G gilt

(x % y)—l — y—l % x—l_

5. Fiir jedes x € G gilt
" H =4

6. Fiir das neutrale Element e gilt

Beweis.  Wir zeigen die Aussagen der Reihe nach.

1. Die Behauptung ist exakt Proposition 2.1.8.
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2. Sei x € G. Seien u, v € G inverse Elemente zu x. Dann gilt
u*x=e, x*xv=e.
Dabher folgt mit Assoziativitat
u=uxe=ux(x*v)=WUxx)xv=exv=nw
Also besitzt x hochstens ein inverses Element. Da jedes Element einer Gruppe ein inverses

Element besitzt, ist dieses eindeutig.

3. Seia, b € G. Wir behaupten, dass
x=alxb
die eindeutige Losung von a * x = b ist. Tatsdchlich gilt

ax(@l«b)=(axa)xb=exb=0.

Also ist a1 * b eine Losung. Ist umgekehrt x € G eine beliebige Losung von a * x = b, so
folgt
x=exx=(@'*a)xx=alx(axx)=alxb.
Also ist die Lésung eindeutig.
Analog ist
y = b * a_l
die eindeutige Losung von y * a = b. Denn

brxaDxa=bx(@'xa)=bxrxe=b,

und aus y * a = b folgt

y:y*e:y*(a*a_l):(y*a)*a_l:b*a_l,

-1

4. Seien x,y € G. Wir priifen, dass y~1 * x~! invers zu x * yist. Es gilt

xy)x (i xx ) =xx(yry Drxl =xverx! =e
Ebenso gilt

GlexDs(xxy) =y la(xlex)sy=yleery=c
Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt

(x % y)—l — y—l % x—l'

5. Sei x € G. Das Element x~! ist dadurch charakterisiert, dass
xxx l=e=x"lxx
Also ist x ein inverses Element zu x 1. Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt

" Hl=x
6. Fir das neutrale Element e gilt
exe=e.
Also ist e ein inverses Element zu e. Wegen der Eindeutigkeit des inversen Elements folgt

e l=e
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2.1.2 Permutationsgruppen

Definition 2.1.23 (Permutationsgruppen). Sei X eine Menge. Eine Permutation von X ist eine
bijektive Abbildung
oc: X—->X

Die Menge aller Permutationen von X bezeichnen wir mit

Sym(X).

Lemma 2.1.24 (Die symmetrische Gruppe). Sei
o+ Sym(X) x Sym(X) — Sym(X),(f.g) — fe-g
die gewéhnliche Komposition von Abbildungen (eingeschrinkt auf Sym(X)). Dann bildet
(Sym(X), >, Idx)
eine Gruppe.

Beweis.  Die Assoziativitit folgt aus der allgemeineren Assoziativitit der Komposition.
Die Identitat
Idy : X = X.

ist tatsdchlich ein neutrales Element, denn fiir a € Sym(X) und x € X gilt
(a°Idy)(x) = a(Idx(x)) =a(x) und (Idyeca)(x) = Idy(a(x)) = a(x).

Da Permutationen bijektiv sind, besitzt jede Permutation eine Umkehrabbildung. Diese Um-
kehrabbildung ist genau das inverse Element in der Gruppe. O

Definition 2.1.25 (Symmetrische Gruppe). Falls
X={1,..,n}

ist, schreibt man haufig
Sy = Sym(X)

fir die Permutationsgruppe.
Wir nennen sie dann die symmetrische Gruppe auf n Elementen.

Sein € N. Wir setzen X,, := {1,...,n}. Es sei S, die symmetrische Gruppe auf n Elementen, also
Sp = Sym(Xp).

Definition 2.1.26 (Zykel). Sei k > 2, dann heifit eine Permutation o € S, ein k-Zykel, wenn es
paarweise verschiedene Elemente xy, ..., x € X, gibt, sodass

olx)=x falls1 <i<k, o(q)=x, o(x)=xsonst

Wir schreiben dann (x; x; ... x).
Ein 2-Zykel heifit Transposition.
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Bemerkung 2.1.27. Jedes Element wird auf seinen rechten Nachbarn geschickt, das letzte auf das
erste — und was nicht in der Klammer steht, bleibt fest.
Achtung: In der Klammer steht also nicht die Bilderzeile 7(x;), 7(x), ..., sondern es stehen die
Elemente selbst darin; wohin sie wandern, sagt die Nachbar-Regel.

Eine Folge der Nachbar-Regel: Man darf die Klammer zyklisch rotieren,

(Xl Xy ... Xk) = (XZ e Xk Xl) s

denn beide Schreibweisen schicken jedes Element auf denselben Nachbarn. Ein und derselbe
Zykel hat also mehrere Namen.

Bemerkung 2.1.28. Alternativ kann man auch iiber die Notation den Zykel definieren:
Sei M eine Menge und sei o eine Permutation von M. Sind ay, ..., gy € M paarweise verschieden,
so bezeichnet

(a1 ay ... a)

diejenige Permutation, welche
a = dy, ap — das, cees A1 — ag, ai — adq

abbildet und alle anderen Elemente von M festlésst. Eine solche Permutation heif3t ein Zykel der
Lange k. Ein Zykel der Lange 2 heifit auch eine Transposition.

e’ o=(2 7 4 9 1)

10
andere Punkte bleiben fest
9 ./) ) /
\ 5

Beispiel 2.1.29 (Erste Beispiele). Der Zyklus
(1 3 5 2)

sendet
1—3, 35 52 21

und lasst alle iibrigen Zahlen fest. Insbesondere gilt also zum Beispiel
(1 3 5 2):4—4.

Der Zyklus
2 7)

vertauscht 2 und 7 und lasst alle anderen Elemente fest. Es gilt also

(2 7):2#—»7, (2 7):7#—»2.



Die Schreibweise eines Zyklus ist nicht eindeutig. Zum Beispiel beschreiben
(1 352), 3521, (56213), (213 5)

alle denselben Zyklus. Die Reihenfolge darf aber nicht beliebig vertauscht werden. Zum Beispiel
ist
(1 35 2)=(1 5 3 2).

Bemerkung 2.1.30. Gegeben ein Zykelr = (1 7 5 8) schreiben wir (1) fiir das Bild von 1
(also 7). In Zykelschreibweise wire das (1 7 5 8) (1). Dabei ist schwer zu erkennen, ob das
,(1)“ am Ende ein 1-Zykel oder das Argument ist. Daher habe ich oben andere Notation verwendet.
Wir werden bald aber sehen, dass man 1-Zykel sowieso weglassen kann, daher kénnen wir in
Zukunft auch sicher (1 7 5 8) (1) schreiben.

Definition 2.1.31 (Multiplikation von Zyklen). Wir multiplizieren Zykel wie allgemeine Permu-
tationen. Und die Multiplikation auf den Permutationen war die Komposition von Funktionen.
Das heifit: In einem Produkt

OT=0°T

wird zuerst 7 angewendet und danach o. Aquivalent gilt

(07)(x) = o(z(x)).

Man liest Produkte von Permutationen also von rechts nach links.

Will man das Bild von x also ausrechnen, schaut man zunachst darauf, was das Bild von x
unter 7 ist. Ist 7 ein Zykel und als Zykel geschrieben so ist 7(x) der Wert direkt rechts neben x,
falls x am rechten Rand liegt, ist 7(x) Wert ganz links im Zykel und falls x im Zykel gar nicht
auftaucht, dann ist 7(x) = x. Nun geht man weiter und betrachtet was das Bild von 7(x) unter o
ist. So arbeitet man sich von rechts nach links durch.

Beispiel 2.1.32 (Multiplikation von Zyklen). Wir berechnen

(1 2 4)(2 3).

Nach unserer Konvention wird zuerst (2 3) angewendet und danach (1 2 4). Wir verfolgen
die Bilder der einzelnen Elemente:

2 3)@ |1 2 4(2 3)®)|
1 2

W N =R

3 3
2 4
4 1
Also gilt

(12 492 3)=(1 2 3 4).
Vertauscht man die Reihenfolge, erhélt man im Allgemeinen ein anderes Ergebnis. Tatséchlich
ist

(2 3)(1 2 49)=(1 3 2 4).
Dabher gilt

(12 42 3)=(2 3)(1 2 4).

Die Multiplikation von Permutationen ist also im Allgemeinen nicht kommutativ.
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Theorem 2.1.33 (Zerlegung in disjunkte Zykel). Sein € IN beliebig. Jede Permutation o € S, ldsst
sich als Produkt von disjunkten Zykeln schreiben.
Wenn man die Reihenfolge der Faktoren ignoriert ist die Zerlegung eindeutig.

Beweis.  Sei o € S, eine beliebige Permutation. Betrachte die Menge
Ay ={of() [ ke N}.
Hier ist

k-mal

Da A; € {1,...,n} =: X, gilt und X,, endlich ist, miissen in der Folge
1,0'(1),0%(1)...

Eintrage doppelt vorkommen. Also sei r die kleinste Zahl mit ¢'(1) = ¢°(1) fir ein s < r. Per
Definition ist 6" (1) = 0 %(¢"(1)). Da aber ¢°(1) = ¢"(1) ist, ist

o 5(1) = o(0"(1)) = 1 = a°(1).

Also gilt auch 6" %(1) = 6°(1). Da r aber als kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft gewihlt wurde
muss s = 0 sein. Also ist 0'(1) = 1. Also verhélt sich o auf der Menge A; wie ein Zykel.

Falls A; = X, ist sind wir fertig. Ansonsten nehme die kleinste Zahl x, € X, \ A;. Dann
argumentieren wir genauso und sehen dass o sich auf

Ay 1= {ak(xz) | ke ]N} .

auch wie ein Zykel verhélt. Tatsachlich sind A; und A, disjunkt. (Aufgabe: Warum?)
Falls nun X, = A; U A, so sind wir fertig. Falls nicht kénnen wir fortfahren. Fiir ein N < n gilt
sicher
X, =AUAyU...UAN

denn jede der Mengen enthélt mindestens ein Element.

Zur Eindeutigkeit: Wir zeigen dass wir bei der obigen Methode keine Wahl hatten wenn wir
disjunkte Zykel haben wollen! Sei also ¢ = 77 ... 7 eine Zerlegung in disjunkte Zykel.

Seib € X, beliebig. Es muss einen Zykel 7; geben der b enthilt (wenn er nur b enthélt lassen
wir ihn weg). Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass b ganz links
in 7; steht. Da die Zykel 7; disjunkt sind bestimmt lediglich 7; das Bild von b unter o. Also muss
o(b) direkt neben b stehen. Sei nun k die kleinste Zahl mit o*(b) = b. Der Zykel der b enthilt muss
genau die Form

(b o) .. *1®)

haben. Denn jede Abweichung davon wiirde sich auf diesem Orbit anders verhalten als ¢. Und da
die Zykel disjunkt sind kann dies auch kein anderer Zykel reparieren.
Das zeigt die Eindeutigkeit. O]

Bemerkung 2.1.34 (Fixpunkte und Einszyklen). Ein Element, welches von einer Permutation
auf sich selbst abgebildet wird, nennt man einen Fixpunkt.
Fixpunkte werden in der Zykelnotation meistens weggelassen. So schreibt man zum Beispiel

statt
(13)(2)#) )
(13).

meist einfach
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Das liegt daran, dass der Zykel (2) sagt, 2 wird auf 2 geschickt und der Rest auf sich selber. Damit
ist (2) = Id. (Streng nach unserer Definition ist (2) iibrigens gar kein Zykel — dort war k > 2
verlangt. Fir k = 1 liefert dieselbe Schreibvorschrift aber einfach die Identitét, deshalb lassen wir
die Schreibweise trotzdem zu.) Das selbige gilt selbstverstdndlich fiir alle 1-Zykel. Da man die
Identitdtsfunktion in Komposition (da sie das neutrale Element ist) weglassen kann, kann man
auch 1-Zykel weglassen.

Beispiel 2.1.35 (Disjunkte Zyklen). Die Zyklen
(1 4 2) und (3 5)

sind disjunkt, weil kein Element in beiden Zyklen vorkommt. Ihr Produkt wirkt daher unabhangig
auf den beiden Mengen
{1,2,4} und {3,5}

Zum Beispiel gilt

(1 4 2)(3 5)=(3 5(1 4 2).

Lemma 2.1.36 (Disjunkte Zyklen kommutieren). Seien

a:(al a, ... ak) und ﬁ:(bl by ... be)

zwei disjunkte Zyklen. Dann gilt
af = pa.

Beweis.  Da aund f disjunkt sind, gilt
{al, ceey ak} N {bl’ ey bg} =Q.

Wir zeigen, dass aff und fa jedes Element gleich abbilden. Sei also x € M beliebig.
Zuerst sei
x €{ay,...,a}.

Dann lasst § das Element x fest. Aulerdem liegt auch a(x) wieder in {ay, ..., a}, also lasst fauch
a(x) fest. Daher gilt

(af)(x) = a(B(x)) = a(x)
und

(Pa)(x) = fla(x)) = alx).

Also stimmen ¢ff und S auf allen Elementen von {qy, ..., a;} tiberein.
Nun sei

X € {bl’ ceey b[}
Analog lasst a sowohl x als auch f(x) fest. Daher gilt
(af)(x) = a(B(x)) = p(x)

und
(Ba)(x) = Bla(x)) = B(x).

Also stimmen aff und fa auch auf allen Elementen von {b;, ..., by} iiberein.
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SchlieBllich sei
X ¢ {al, ,ak} U {bl, ceey bg}

Dann lassen sowohl « als auch f das Element x fest. Also gilt

(af)(x) = x = (Pa)(x).

Damit stimmen o ff und S auf jedem Element von M tiberein. Folglich gilt

af = pa.
O

Leitbeispiel 2.1.37 (Die Symmetrien des Dreiecks als Permutationen). Jede Symmetrie unseres
Dreiecks Leitbeispiel 2.1.18 verschiebt die (gegen den Uhrzeigersinn nummerierten) Ecken 1,2,3
— sie entspricht also auch einer Permutation von {1, 2, 3}. Die Symmetrie selbst ist dabei weiterhin
eine Abbildung der Ebene; wir notieren nur, welche Ecke auf welchen Eckplatz wandert.

« Die Drehung um 120° schickt 1 — 2 — 3 > 1, ist also der 3-Zykel (1 2 3); die Drehung
um 240° ist (1 3 2).

- Die Spiegelung, die die Ecke 1 festhilt und 2,3 vertauscht, ist die Transposition (2 3);
ebenso gehéren (1 3) und (1 2) zu den Spiegelungen.

« Die Ruhelage ist die Identitét.

Das sind genau die sechs Elemente von S3. Die Symmetriegruppe des Dreiecks ist also in einem
gewissen Sinne S3. Der Begriff des Isomorphismus wird diese Erkenntnis prazisieren.

Diese Strukturgleichheit zu den Permutationen gilt nur im Fall n = 3. Das Dreieck ist unter den
regelméfliigen Vielecken der einzige, in dem jede Permutation der Ecken durch eine geometrische
Symmetrie realisiert wird. Ein Quadrat (n = 4) hat 4! = 24 Eckpermutationen, aber nur 8
Symmetrien; die iibrigen Vertauschungen wiirden es zerreiflen. (Allgemein hat das regelméafiige
n-Eck genau 2n Symmetrien: n Drehungen und n Spiegelungen.) Beim Dreieck geht alles, denn
2-3 =3

Nebenbei wird die Nicht-Kommutativitat aus Leitbeispiel 2.1.18 in Zykelsprache handgreiflich,
denn es gilt

(1 2)(2 3)=( 2 3), aber (2 3)(1 2)=(1 3 2).

2.1.3 Gruppenhomomorphismen

Seien (G, *,e) und (H, ®,i) zwei Gruppen. Da wir bereits gesehen haben, dass die neutralen
Elemente eindeutig aus der Verkniipfung herleitbar sind schreiben wir ab jetzt nur (G, *) und
(H, ©) fur die beiden Gruppen.

Definition 2.1.38 (Gruppenhomomorphismen). Eine Abbildung f : G — H heif3t (Gruppen-
)Homomorphismus genau dann wenn

flxxy)= f(x)© f(y)

fur alle x, y € G. Man sagt auch ,, fist ein Homomorphismus zwischen den Gruppen (G, %) und
(H,0)~
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Bemerkung 2.1.39. Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung die mit den Verkniipfun-
gen vertraglich ist. Bei einem Gruppenhomomorphismus ist es egal ob man vor oder nach der
Anwendung der Funktion die Gruppenelemente verknupft.

Beispiel 2.1.40 (Bereits bekannte Gruppenhomomorphismen). Einige Ihnen bereits aus der
Schule bekannte Abbildungen sind Gruppenhomomorphismen, wenn man die Gruppen richtig
wahlt.

1. Die Abbildung
f:Z—7Z n—2-n

ist ein Gruppenhomomorphismus zwischen der Gruppe (Z, +) mit sich selber.

2. Allgemeiner ist fiir jedes k € Z die Abbildung
i Z—2Z n—k-n

ein Gruppenhomomorphismus zwischen der Gruppe (Z, +) mit sich selber. (Der Grund ist
das Distributivgesetz, also dass k - (n; + ny) = k- ny + k - ny fur alle k,ny,ny € Z).

3. Das obige Beispiel lasst sich auch auf (Q, +) und (R, +) verallgemeinern (wie?).

4. Wir schreiben Q* := Q \ {0}. Zumindest in Z ist Multiplikation einfach mehrfaches Addie-
ren. Mehrfaches Multiplizieren ist dann Potenzieren und in Q™ ist Multiplikation auch eine
Gruppenverkiipfung. Tatsachlich bekommt man so auch einen Gruppenhomomorphismus
von (Q*,") in sich selber und zwar

g:Q > 0% g— ¢

Die Rechnung dahinter ist eine Zeile: (pq)? = pgpq = p?q?, wobei wir die Faktoren dank
Kommutativitit umsortieren durften.

5. Allgemeiner ist wieder fiir jedes k € Z die Abbildung
g:Q —Qq—dg
ein Gruppenhomomorphismus. Grund ist die Tatsache, dass ( pq)k = (pk)(qk) gilt.
6. Auch die Exponentialfunktion
exp : R— R, x+— €*
ist eine Gruppenhomomorphismus zwischen (R, +) und (R*,-). Hierbei ist R* := R \ {0}.

Wir werden im Laufe der Vorlesung noch einige neue Gruppenhomomorphismen kennenlernen.
Nun noch ein Beispiel fiir etwas das kein Gruppenhomomorphismus ist:

p:]R—»]R,Xi—>x2+3x

ist kein Gruppenhomomorphismus (zumindest nicht zwischen zwei der Standardgruppen (R, +), (R*, -)).
Fir (R, +) zeigt das das Einsetzen von konkreten Zahlen:

p(1+1)=p(2)=4+6=10, p(1)+p(1) =4+4=28=10.
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In unserer Definition von Gruppen haben wir die neutralen Elemente zusétzlich benannt.
Spéater haben wir gesehen, dass diese eindeutig sind. Daher lassen sich die neutralen Elemente
aus der Verkniipfung, solange diese ein neutrales Element hat, herleiten. Bei der Definition eines
Homomorphismus haben wir gar nichts iiber das Verhalten auf den neutralen Elementen gesagt.
Eine natiirliche Forderung wire, dass auch diese aufeinander abgebildet werden. Tatsachlich folgt
diese Forderung aber bereits aus der Vertraglichkeit mit der Verkniipfung. Dies ist ein weiteres
Zeichen dafiir, dass sich die neutralen Elemente bereits aus der Verkniipfung ergeben.

Lemma 2.1.41 (Homomorphismen erhalten die neutralen Elemente). Seien (G, *) und (H,®)
Gruppen mit neutralen Elementene € G undi € H. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.
Dann gilt f(e) = i.

Beweis.  Es gilt
fle) = flexe) = f(e) © f(e).

Wir wissen aber, dass die Gleichung f(e) = x © f(e) eindeutig l6sbar ist (nach Lemma 2.1.22, 3)).
Aber offenkundig 16st auch i diese Gleichung, also gilt f(e) = i. O

Eine weitere Struktur ist die Bildung von Inversen. Auch diese sind eindeutig durch die Verkniip-
fung festgelegt. Wieder sehen wir, dass wir in der Definition von Homomorphismen nichts iiber das
Verhalten auf Inversen sagen mussten, weil sich die natiirliche Forderung dass f(x™1) = f(x)™!
von selber ergibt.

Lemma 2.1.42 (Homomorphismen erhalten Inverse). Seien G und H Gruppen. Sei¢: G — H ein
Gruppenhomomorphismus. Dann gilt fiir jedes g € G:

(g H)=0@ .

Beweis.  Sei g € G. Dann gilt

0@ 0(g ) =0(g-g") =0(q) =en

Ebenso gilt
o(g™) 0@ =0(g" 8 =0le) =en
Also ist ¢ (g71) ein Inverses von ¢ (g). Wegen der Eindeutigkeit des Inversen folgt

(g ) =0@". O

Lemma 2.1.43 (Komposition von Gruppenhomomorphismen). Seien (G, *1), (Gy, *3) und (Gs, *3)
Gruppen. Seien f : G| = Gy und g : Gy = G5 Gruppenhomomorphismen, dann ist auch g - fein
Gruppenhomomorphismus.

Beweis.  Das ist eine Ubungsaufgabe. O

Definition 2.1.44 (Isomorphismen von Gruppen). Seien (G, *) und (H, ©) Gruppen.
Ein Gruppenhomomorphismus
f:G—-H

heif3t ein Isomorphismus, wenn fbijektiv ist und sowohl fals auch

fl:H->G
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Gruppenhomomorphismen sind.
Wenn es einen Isomorphismus f : G — H gibt, heiflen die Gruppen (G, *) und (H, ®) isomorph.
Man schreibt dann
(G,*) = (H,0).

Lemma 2.1.45 (Bijektive Homomorphismen sind Isomorphismen). Seien (G, ) und (H, ®) Grup-

pen.
Ist

f:G-H
ein bijektiver Gruppenhomomorphismus, dann ist f ein Isomorphismus.

Beweis.  Nach Voraussetzung ist fbijektiv und ein Gruppenhomomorphismus. Es bleibt also
nur zu zeigen, dass
fl:H->G

ein Gruppenhomomorphismus ist.
Seien u,v € Hbeliebig. Da fbijektiv ist, gibt es eindeutig bestimmte Elemente x, y € G mit

f(x)=u und f(y)=w.

Also gilt
x=fw) und y=f).

Da fein Gruppenhomomorphismus ist, gilt
fxxy)=fx) 0o f(y)=uow.
Wir wenden nun f~! auf beide Seiten an und erhalten
xxy=fluow).
Mit x = f~1(w) und y = f~1(v) folgt
fuov) = W f1().

Also ist f~! ein Gruppenhomomorphismus.
Damit ist fein Isomorphismus. O

Beispiel 2.1.46 (Die Exponentialfunktion als Isomorphismus). Wir betrachten die Gruppen
(R,+) und (Rsg,-).

Die Exponentialfunktion

exp : R—>Ryy, x+-e*

ist ein Gruppenhomomorphismus.
Denn fir alle x, y € R gilt

exp(x + y) = e*1Y = e¥e¥ = exp(x) - exp(y).

Auflerdem ist exp : R — R, bijektiv.
Ihre Umkehrabbildung ist der natiirliche Logarithmus

In: Ry~ R
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Nach dem vorherigen Lemma ist die Exponentialfunktion also ein Isomorphismus

(R, +) = (Rso, )

Die Gruppen sehen zunéichst sehr verschieden aus: In der einen Gruppe verkniipfen wir reelle
Zahlen durch Addition. In der anderen Gruppe verkniipfen wir positive reelle Zahlen durch
Multiplikation. Algebraisch besitzen sie aber dieselbe Gruppenstruktur.

Bemerkung 2.1.47 (Was bedeutet Isomorphie?). Ein Isomorphismus bedeutet, dass zwei mathe-
matische Objekte beziiglich der gerade betrachteten Struktur gleich sind. Das heif3t nicht, dass
die Objekte in jeder Hinsicht identisch aussehen miissen. Es heif3t aber: Alles, was nur von der
relevanten Struktur abhéngt, kann von einem Objekt in das andere tibersetzt werden.

Ein anschauliches Beispiel ist Schach. Fiir das Spiel selbst ist es nicht wesentlich, ob die Figuren
aus vergoldetem Elfenbein, aus Plastik oder aus Papierstiicken mit aufgeschriebenen Figurenna-
men bestehen. Manche Ausfithrungen sehen schoner aus, andere sind leichter zu transportieren
oder sind angenehmer zu greifen. Aber solange Brett, Figuren, erlaubte Ziige und Gewinnbedin-
gungen dieselbe Struktur haben, ist das Spiel dasselbe.

Ein weiteres Beispiel ist das Game of Fifteen. Bei diesem Spiel wahlen zwei Spieler abwechselnd
Zahlen aus {1, ..., 9}. Wer zuerst drei eigene Zahlen besitzt, deren Summe 15 ist, gewinnt. Dieses
Spiel ist Tic-Tac-Toe in anderer Darstellung. Man benutzt dazu die folgende Beschriftung des
Tic-Tac-Toe-Brettes:

8 1
3 5
9

N g

4

Die Zeilen, Spalten und Diagonalen dieses Quadrats sind genau die Dreiermengen, deren Summe
15 ist. Ein Spielzustand im Game of Fifteen besteht darin, welche Zahlen Spieler 1 und welche
Zahlen Spieler 2 bereits gewahlt hat. Diesen Zustand tibersetzt man in einen Tic-Tac-Toe-Zustand,
indem man jede gewihlte Zahl durch das entsprechende Feld im oben beschrifteten Brett ersetzt.
Die erlaubten Ziige in beiden Spielen entsprechen einander. Auch die Gewinnzustinde entsprechen
einander, denn in der obigen Darstellung braucht man im Game of Fifteen genau eine volle Zeile,
Spalte oder Diagonale um zu gewinnen.

In der Algebra bedeutet ein Isomorphismus zwischen Gruppen entsprechend: Mit Blick auf die
Gruppeneigenschaften sind die beiden Gruppen gleich. Die Gruppen (R, +) und (R, -) sind als
Mengen und als konkrete Rechenbereiche verschieden. Aber als Gruppen sind sie nicht verschie-
den. Der Isomorphismus exp iibersetzt Addition in Multiplikation und In iibersetzt Multiplikation
zuriick in Addition.

Wir haben abstrakt gesagt, dass zwei isomorphe Gruppen in allen gruppentheoretischen Eigen-
schaften identisch sind. Entweder man definiert das Wort , gruppentheoretische Eigenschaften®
als genau diese die unter Isomorphie erhalten bleiben. Das wire eine gute Definition, wiirde aber
die obige Behauptung zu einer Tautologie machen. Wir motivieren diese Behauptung einfach
indem wir anhand eines Beispiels zeigen wie sich Eigenschaften mittels Isomorphismen von einer
Gruppe auf eine andere iibertragen. Natiirlich ibertragen sich nicht die Eigenschaften selber,
denn die Gruppen haben diese Eigenschaften ja auch ohne den Isomorphismus. Aber es lassen
sich Beweise von Eigenschaften von einer Gruppe zu Beweisen von Eigenschaften isomorpher
Gruppen, mittels des Isomorphismus, tibertragen. Wenn man das formalisiert sieht man, dass
genau die Eigenschaften, die nur die Grundmenge, die Verkniipfung und das neutrale Element
einer Gruppe verwenden erhalten bleiben. Eigenschaften iiber den Namen von Elementen oder
nicht-algebraische Informationen wie ,Abstand” iibertragen sich bei Gruppen selbstverstandlich
nicht.
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Beispiel 2.1.48 (Eigenschaften entlang eines Isomorphismus iibersetzen). Seien (G, *) und (H, ©)
Gruppen und sei
f:G—-H

ein Isomorphismus.
Wenn jedes Element von G sein eigenes Inverses ist, dann ist auch jedes Element von H sein
eigenes Inverses.
Genauer: Gilt
grxg=¢; furallegegG,

dann gilt
hoOh=ey furallehe H.

Beweis.  Sei h € Hbeliebig.
Da fbijektiv ist, gibt es ein g € G mit

f(g)=nh.

Da jedes Element von G sein eigenes Inverses ist, gilt

E§*8=¢G
Also folgt
hoh=f(g)o f(g) = f(g*g) = fle) = en-
Damit ist jedes Element von H sein eigenes Inverses. O

Bemerkung 2.1.49 (Beweise iibersetzen). Das vorherige Argument ist ein Beispiel fiir ein
allgemeines Prinzip.

Ein Isomorphismus erlaubt es, Aussagen und Beweise von einer Gruppe in eine andere Gruppe
zu Ubersetzen.

Wenn man eine Aussage tiber (G, ) beweist, die nur die Gruppenstruktur verwendet, dann
kann man dieselbe Aussage iiber jede zu G isomorphe Gruppe formulieren und beweisen.

Der Isomorphismus ist dabei das Worterbuch: Er iibersetzt Elemente von G in Elemente von H
und die Verkniipfung * in die Verkniipfung ©.

Leitbeispiel 2.1.50 (Die Symmetrien des Dreiecks: dasselbe in zwei Sprachen). Die Zuordnung
aus dem letzten Abschnitt — jeder Dreieckssymmetrie ihre Eckpermutation — ist genau ein solches
Worterbuch. Sie ist eine Abbildung

¢+ D3 — 53
und sie ist ein Homomorphismus: Die Eckpermutation einer Verkettung ist die Verkettung der
Eckpermutationen,

@(g o h) = ¢(g)  p(h).

Das lasst sich am Bild aus Leitbeispiel 2.1.18 konkret nachpriifen. Fiir die Drehung d um 120° und
die Spiegelung s an der Achse s; ist(d) = (1 2 3)und ¢(s) = (2 3).Die Verkettung d s —
erst spiegeln, dann drehen — ist am Bild die Spiegelung an der Achse s3, ihre Eckpermutation
vertauscht also die Ecken 1 und 2. Und tatséchlich:

pdeop(s)=(1 2 3)(2 3)=(1 2).
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Aus Leitbeispiel 2.1.37 wissen wir, dass ¢ bijektiv ist: sechs Symmetrien, sechs Permutationen,
jede genau einmal getroffen. Nach Lemma 2.1.45 ist ¢ daher ein Isomorphismus,

D3 = 33.

Die geometrische Gruppe der Bewegungen und die kombinatorische Gruppe der Permutationen
sind dieselbe Gruppe, nur in zwei Sprachen erzahlt. Was immer wir iiber S3 mit Zykeln ausrechnen,
gilt damit fiir das Dreieck — und umgekehrt.

Lemma 2.1.51. Seien (Gy, *1),(Gy, *5) und (Gs, *3) Gruppen. Seien f : Gy > Gy und g : Gy = Gs
Gruppenisomorphismen, dann ist auch g » f ein Gruppenisomorphismus.

Beweis.  Nach Lemma 2.1.43 ist g o fwieder ein Gruppenhomomorphismus. Da g und f bijektiv
sind ist auch g o fbijektiv. Nach Lemma 2.1.45 ist also g o fein Isomorphismus. O

Oben habe ich behauptet, dass man isomorphe Gruppen als ,gleich im Sinne der Gruppentheorie®
betrachten kann. Fiir solche Abschwichungen von Gleichheit haben wir bereits Aquivalenzrela-
tionen kennengelernt. Tatsichlich ist Isomorphie eine Aquivalenzrelation.

Proposition 2.1.52 (Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation). Sei # eine Menge von Gruppen. Wir
definieren auf F eine Relation ~ durch

G~H :< GistisomorphzuH.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.
Beweis.  Wir zeigen Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitét.
Reflexivitit Sei (G, *) € #. Die Identitatsabbildung
ld; : G—->G, gV g
ist bijektiv. Aufierdem gilt fiir alle x,y € G
Idg(x * y) = x * y = ldg(x) * Idg(»).

Also ist Id ein Gruppenhomomorphismus. Nach Lemma 2.1.45 ist Id; ein Isomorphismus.
Also gilt G ~ G.

Symmetrie Seien (G, *),(H,®) € & mit G ~ H. Dann gibt es einen Isomorphismus
f:G—-H.

Nach Definition eines Isomorphismus ist f~! : H — G ebenfalls ein Gruppenhomomor-
phismus. AuBerdem ist f~! bijektiv. Also ist £~ nach Lemma 2.1.45 ein Isomorphismus.?
Daher gilt H ~ G.

!Statt dem Lemma kann man auch verwenden, dass (Idg)™* = Id; gilt. Damit ist auch das Inverse ein Homomor-
phismus.

%Statt dem Lemma kann man auch verwenden, dass (f!)™! = fgilt. Damit ist auch das Inverse von ™' ein
Homomorphismus.

108



Transitivitit Seien (G, *),(H,®),(K,®) € # mit
G~H und H~K.
Dann gibt es Isomorphismen
f:G—>H und g:H->K.

Die Komposition
gof:G-K

ist nach Lemma 2.1.51 wieder ein Isomorphismus. Also gilt G ~ K.

Damit ist ~ reflexiv, symmetrisch und transitiv. Also ist ~ eine Aquivalenzrelation. O

Isomorphismen iibersetzen zwischen zwei Gruppen. Eine besonders wichtige Ubersetzung
findet innerhalb einer einzigen Gruppe statt. Sie bekommt einen eigenen Namen und wird uns in
Kapitel 5 als Hauptdarsteller wiederbegegnen.

Definition 2.1.53 (Konjugation). Sei (G, *) eine Gruppe und sei g € G. Die Abbildung
¢g : GG, hw gxhxg!

heift die Konjugation mit g. Das Element g xh+ g~ ! heifit das Konjugat von h mit g. Zwei Elemente
h,h’ € Gheiflen konjugiert, wenn es ein g € G gibt mit

h':g*h*g_l_

Bemerkung 2.1.54 (Wie man ein Konjugat liest). Besteht die Gruppe aus Abbildungen mit der
Komposition als Verkniipfung — wie Sym(X) oder die Symmetrien des Dreiecks —, dann liest
man das Konjugat g o h o g~! von rechts nach links:

Erst mit g1 zuriickholen, dann h ausfiihren, dann mit g wieder hinschicken.

Das Konjugat ist also die Handlung h, verpflanzt dorthin, wo g hinfithrt. Es verhalt sich ,am
neuen Ort” genauso, wie sich h ,am alten Ort” verhilt. Das folgende Beispiel im Dreieck macht
das konkret.

Lemma 2.1.55 (Konjugation ist ein Isomorphismus). Sei (G, *) eine Gruppe und sei g € G. Dann
ist die Konjugation
¢g : GG, h>gxhxg!

ein Isomorphismus von G nach G.
Beweis.  Zuerst zeigen wir, dass ¢y ein Gruppenhomomorphismus ist. Seien h,h” € G. Dann gilt
Cg(h)*cg(h,) =gxhxg lugsh sgl=guxhsh »g} :cg(h*h’),
=e

In der Mitte heben sich g™ und g auf.
Auflerdem ist ¢, bijektiv, denn c,-1 ist die Umkehrabbildung:

Cg—l(Cg(h)) = g_l *x(gxhx* g_l) * g =h.

Genauso gilt cg(cgﬂ(h)) = h. Nach Lemma 2.1.45 ist ¢, ein Isomorphismus. O

109



Lemma 2.1.56 (Konjugieren und Kommutieren). Sei (G, *) eine Gruppe und seien g,h € G. Dann
gilt:
g*h*g_lzh — g*h:h*g_

Das Konjugat von h ist also genau dann wieder h selbst, wenn g und h kommutieren. Insbesondere
dndert Konjugation in einer abelschen Gruppe gar nichts.

Beweis.  Multipliziert man die linke Gleichung von rechts mit g, erhalt man die rechte. Multipli-
ziert man die rechte Gleichung von rechts mit g~!, erhilt man die linke. O

Beispiel 2.1.57 (Konjugation im Dreieck: die Achse dreht mit). Wir konjugieren in S3 und lesen
das Ergebnis iiber den Isomorphismus aus Leitbeispiel 2.1.50 geometrisch am Dreieck ab.

Seih = (2 3),also die Spiegelung an der Achse durch die Ecke 1. Sei g = (1 2 3), also die
Drehung, die Ecke 1 auf Ecke 2 schiebt. Wir berechnen das Konjugat g - h o g~ ! elementweise
(von rechts nach links, mit g~! = (1 3 2)):

Also ist
gohogt=(1 3).

Das ist die Spiegelung an der Achse durch die Ecke 2 — also an derjenigen Achse, auf die g die alte
Achse gedreht hat. Das Konjugat der Spiegelung ist die Spiegelung an der mitgedrehten Achse:
Die Handlung ist dieselbe geblieben, nur ihr Schauplatz ist mit g mitgewandert.

Dahinter steckt eine allgemeine Merkregel fir Zykel: Konjugieren mit g benennt einfach die
Eintrage des Zykels um,

go(x ¥ =(e) &B).

Man priift das genau wie oben, indem man die drei Abbildungen nacheinander auf ein Element
anwendet.

2.1.4 Das Vorzeichen einer Permutation

Wir werden am Ende dieses Abschnitts sehen (Korollar 2.1.63), dass sich jede Permutation als
Produkt von (nicht notwendig disjunkten) 2-Zykeln schreiben lasst. Bezeichnen wir 2-Zykeln als
Transpositionen so wollen wir sagen:

Eine Permutation o heif$t gerade falls die Anzahl von Transpositionen in dieser Schreibweise gerade
ist und ungerade sonst.

Wir wiirden dann das Vorzeichen definieren als

. 1  oist gerade
signumo := . .
—1 oist ungerade

Das Problem an dieser Definition ist, dass wir gar nicht wissen, ob sich eine Permutation
nicht sowohl als Produkt von einer geraden als auch als Produkt einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen schreiben lasst.

Die Anzahl der Transpositionen ist nicht eindeutig. Offenbar ist

1 3)=(1 3)2 92 49=01 3)2 92 492 92 4)=..,

denn (2 4)(2 4) =1d. Dieser Trick erlaubt aber natiirlich nur die Anzahl der Transpositionen
um 2 zu verdndern.
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Tatsdchlich stimmt es, dass wenn eine Permutation als Produkt einer geraden Anzahl von
Transpositionen geschrieben werden kann, dass es dann nicht als Produkt einer ungeraden Anzahl
geschrieben werden kann (und umgekehrt). Wenn wir das beweisen konnen funktioniert also
die obige Definition. Aber es ist tatsdchlich einfacher, das Vorzeichen anders zu definieren, dann
die obige Definition als Resultat herzuleiten und daraus abzuleiten, dass die Aussage iber gerade
und ungerade Produkte von Transpositionen stimmt. Das Problem dabei ist, dass diese Definition
keinerlei Anschauung zulasst.

Definition 2.1.58 (Das Vorzeichen einer Permutation). Das Vorzeichen signum ¢ einer Permuta-
tion o € §,, ist definiert als
o(j) —o())

signumo := —
1<$i<jsn 1T

Bemerkung 2.1.59. Eigentlich scheint dieser Definitionsversuch vollig waghalsig zu sein. Zu-
nichst nimmt man die Zahlen {1, ..., n}, die ja zunachst einfach nur fiir beliebige Elemente die
eben vertauscht werden stehen, wortwortlich und verwendet ihren konkreten Zahlenwert. Dann
bildet man Briiche aus Differenzen und bildet das Produkt. Das wird eine rationale Zahl ergeben.
Aller Wahrscheinlichkeit nach aber keine ganze Zahl. Aber das Vorzeichen soll ja sogar entweder
+1 oder —1 sein. Wir werden nun sehen, dass sich das Produkt sehr viel besser verhilt als wir auf
den ersten Blick erwarten wiirden.

Bemerkung 2.1.60 (Ein Unbehagen bleibt: die Zahlenwerte). Das folgende Lemma wird zeigen,
dass die Briiche sich wegkiirzen und tatsdchlich immer +1 herauskommt. Ein zweites Unbehagen
koénnen wir an dieser Stelle noch nicht auflésen: Permutationen kann man von jeder n-elementigen
Menge bilden — die Ecken eines Dreiecks, die Gaste an einem Tisch. Die Formel behandelt die
Elemente 1,...,n aber nicht als blole Namen, sondern rechnet mit ihren Zahlenwerten: Sie
bildet Differenzen wie o(j) — o(i). Nummeriert man dieselben Objekte anders durch, ist zunédchst
iiberhaupt nicht klar, dass am Ende dasselbe Vorzeichen herauskommt. Es kommt dasselbe heraus
— und der Grund ist ein schones allgemeines Prinzip tiber Gruppenhomomorphismen in abelsche
Gruppen, das wir in Kapitel 5 beweisen. Bis dahin merken wir uns: Die Zahlenwerte sind ein
Gerdiist fiir die Formel, nicht fiir den Begriff .

Beispiel 2.1.61 (Die Formel einmal ausgerechnet). Fiir die Transposition o = (1 2) in S3
durchliuft das Produkt die Paare (1, 2), (1,3) und (2, 3):

0(2)—0(1)'0(3)—0(1).0(3)—0(2) _1-2 3-2 3-—
2-1 3-1 3-2 1 2 1

L= (-1

N =

signumo = -2=-1

Unterwegs tauchen tatséchlich Briiche auf (das %), aber am Ende kiirzt sich alles zu —1 — genau
das Verhalten, das das folgende Lemma erklart.
Lemma 2.1.62 (Eigenschaften des Vorzeichens). Sein € IN. Dann gilt:
1. Seio € S,,. Dann gilt signumo € {—1,+1} und sogar
signumo = (—l)N,
wobei N die Anzahl der Paare (i, j) miti < j und o(i) > o(j) ist.
2. Das Vorzeichen ist ein Gruppenhomomorphismus
signum : (S,,°) — ({—1,+1},-).
Das heifst, fir alleo,r € S, gilt

signum(o o 7) = signum(o) - signum(r).
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3. Isto € S, eine Transposition, also ein 2-Zykel, dann gilt

signumo = —1.

4. Isto € S, einr-Zykel, dann gilt

signumo = (—1) L.

Beweis.  Wir schreiben
X, :={1,...,n}.

Zu (a): Fiir jedes Paar i < jist der Nenner j — i positiv. Im Zahler steht der Faktor o(j) — o(i). Da o
bijektiv ist, lauft das ungeordnete Paar {5 (i), 0(j)} beim Durchlaufen aller Paare i < j genau einmal
durch alle zweielementigen Teilmengen von X,. Daher kommen im Zahler dieselben absoluten
Werte vor wie im Nenner: Zu jedem Paar a < b kommt genau einmal der Faktor +(b — a) vor.
Also kiirzen sich alle absoluten Werte weg und es bleibt nur ein Vorzeichen iibrig. Folglich gilt
signumo € {—1,+1}.

Ein Faktor o(j) — o(i) ist genau dann negativ, wenn o(i) > o(j) gilt. Die negativen Faktoren
werden also genau durch die Paare (i, j) mit i < jund o(i) > o(j) gezahlt. Ist N die Anzahl dieser
Paare, so folgt

signumo = (-DN,

Zu (b): Wir betrachten zunichst einen kleinen Notationstrick. Fiir eine zweielementige Teil-

menge P = {i, j} C X,, setzen wir
_ PG = p()

Dy(P) := i

tir p € S,. Diese Zahl hangt nicht davon ab, in welcher Reihenfolge wir die beiden Elemente von
Pals i und j schreiben, denn beim Vertauschen von i und j dndern sowohl Zihler als auch Nenner
ihr Vorzeichen. Damit kénnen wir schreiben

signum p = H D,(P).
PCcX,
|P|=2

Seien nun 0,7 € S,. Fur P = {i, j} gilt

D) = LD

i
_0(@() —o(@®) () — ()
IO RE0) j-i
= Dy({r(D), 7()}) - DP).
Dabei ist 7(i) # 7(j), weil 7 injektiv ist. Aulerdem permutiert 7 die zweielementigen Teilmengen
von X;,. Also gilt

signum(o o 7) = H Dyor(P)

PCX,
|P|=2
= [ poz®))- [ DP)
PCX, PCcX,
|P|=2 |P|=2
=[] p@- [] o:®
QCX, pcX,
l0l=2 |P|=2

= signumo - signum .
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Damit ist signum ein Gruppenhomomorphismus.
Zu (c): Sei o eine Transposition. Dann gibt es a < b mit

o(a)=b, o)=a, o{)=tfurt ¢ {a,b}.

Nach (a) gentigt es, die Anzahl der Inversionen von o modulo 2 zu bestimmen. Eine Inversion
ist zunachst das Paar (a,b). Aulerdem gibt es fir jedes ¢ mit a < £ < b genau zwei weitere
Inversionen, nimlich (a, £) und (¢, b). Alle anderen Paare liefern keine Inversion. Die Anzahl der
Inversionen ist also

1+2(b—a-1),

und diese Zahl ist ungerade. Mit (a) folgt daher signumo = —1.
Zu (d): Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber r. Der Fall r = 2 ist genau (c). Sei nun
r > 3 und sei

o=(x; x .. %)
ein r-Zykel. Dann gilt
(1 % o %)=(x %)o(x x .. %_1).
Nach (b), (c) und der Induktionsannahme folgt
sighumo = signum (x; x,)-signum (x; X ... x_;)=(-1)- (-2 =(-1)"L

O]

Korollar 2.1.63 (Jede Permutation ist ein Produkt von Transpositionen). Jede Permutationo € S,
lasst sich als Produkt von Transpositionen schreiben. (Die Identitdt schreibt man dabei etwa als

(1 2)(1 2))

Beweis.  Nach Theorem 2.1.33 ist o ein Produkt von Zykeln. Es geniigt also, jeden einzelnen
Zykel als Produkt von Transpositionen zu schreiben. Das leistet dieselbe Abspaltungsformel, die
schon im Beweis von Teil (d) benutzt wurde, durch wiederholtes Anwenden:

(x1 Xy ... xr) = (x1 xr) ° (x1 xr_l) oo (x1 xz).

Ein r-Zykel ist also ein Produkt von r — 1 Transpositionen. O

Korollar 2.1.64 (Die Paritit ist wohldefiniert). Ist o = 7; © --- o 7, ein Produkt von Transpositionen,
dann gilt
signumo = (—1)™.

Insbesondere ist die Paritdt von m durch o festgelegt: Keine Permutation ldsst sich sowohl als Produkt
einer geraden als auch einer ungeraden Anzahl von Transpositionen schreiben.

Beweis.  Da signum nach Teil (b) ein Homomorphismus ist und jede Transposition nach Teil (c)
das Vorzeichen —1 hat, gilt

signum o = signum 7y -~ signum z,,, = (—1)™.

Wire o zugleich ein Produkt von m und von m’” Transpositionen mit verschiedener Paritat, dann
wiare (—1)" = signumo = (—1)" — ein Widerspruch. O
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Bemerkung 2.1.65 (Das Eingangsproblem ist gelost). Damit ist die Sorge vom Anfang des
Abschnitts ausgeraumt: Die Begriffe gerade und ungerade sind wohldefiniert, und sie stimmen
mit dem Vorzeichen tiberein — signum o = +1 heifit gerade, signum o = —1 heiflt ungerade. Die
waghalsige Bruchformel war also nur ein Geriist; stehen bleibt die anschauliche Definition, mit
der wir angefangen haben.

Leitbeispiel 2.1.66 (Die Symmetrien des Dreiecks: das Vorzeichen ist das Umklappen). Uber den
Isomorphismus D5 = S5 aus Leitbeispiel 2.1.50 bekommt das Vorzeichen eine rein geometrische
Bedeutung. Die Drehungen sind die Identitdt und die beiden 3-Zykel; nach Teil (d) des Lemmas
hat ein 3-Zykel das Vorzeichen (—1)3~! = +1. Die Spiegelungen sind Transpositionen, haben also
Vorzeichen —1. Damit beantwortet

signum : S3 — {+1,—1},

iiber den Isomorphismus als Abbildung auf den Dreieckssymmetrien gelesen, eine anschauliche
Frage: Bleibt das Dreieck in der Ebene liegen, oder wird es umgeklappt? Drehungen bewegen es
innerhalb der Ebene und erhalten die Orientierung (signum = +1); Spiegelungen klappen es um
und kehren die Orientierung um (signum = —1).

Beim ,,Umklappen® lohnt ein zweiter Blick. Innerhalb der Ebene ist eine Spiegelung durch keine
noch so geschickte Kombination aus Drehen und Verschieben zu erreichen — ein Wesen, das in
der Ebene lebt, kann das Dreieck nicht umklappen. Wir kénnen es nur, weil wir das Papierdreieck
durch die dritte Dimension wenden.

Die Symmetrien mit signum = +1 — die drei Drehungen — bilden fiir sich genommen wieder
eine Gruppe: die Gruppe der eigentlichen, orientierungserhaltenden Symmetrien. (Eine Teilmenge
einer Gruppe, die selbst eine Gruppe bildet, nennt man eine Untergruppe; diese spezielle Untergrup-
pe heifit der Kern von signum — beide Begriffe werden uns spéter systematisch wiederbegegnen.)
Und dass signum ein Homomorphismus ist, hat eine handfeste Lesart: Zwei Umklappungen heben
sich zu einer Drehung auf, so wie sich beim Multiplizieren zwei Minuszeichen aufheben.

Fir die physikalische Interpretation ist die Frage der Orientierungserhaltung auch wichtig: Ein
linker Handschuh kann nicht durch geschickte Bewegung in einen rechten Handschuh verwandelt
werden (innerhalb des ]R3). Das ist dieselbe Situation wie beim Dreieck, nur eine Dimension hoher
— so wie das flache Dreieck sich nur durch die dritte Dimension umklappen lief3, brauchte der
raumliche Handschuh eine vierte Dimension, um sich zu wenden. Ob ein solches Umklappen also
als Symmetrie akzeptiert wird, hédngt davon ab, welche Bewegungen man zulasst. Die Handigkeit
von Molekiilen ist beispielsweise hochst relevant. Manche Molekiile sind in der einen Handigkeit
gesund und in der spiegelbildlichen Form giftig (mehr dazu findet man unter dem Stichwort
Chiralitdt). Hier kann das Vorzeichen also eine wichtige Unterscheidung sein. (Unser flaches BF3
ist dagegen selbst nicht handig: Sein Spiegelbild lasst sich im Raum durch das Umklappen wieder
mit dem Original zur Deckung bringen — genau wie beim Papierdreieck.)

2.2 Ringe

Bemerkung 2.2.1 (Von Gruppen zu Ringen). Bisher haben wir Strukturen betrachtet, bei denen
es nur eine Verkniipfung gibt. Jetzt lernen wir Ringe kennen.

In diesen gibt es die sogenannte ,Addition“ und die ,Multiplikation®. Die Addition soll sich
wie die Addition von Zahlen verhalten. Die Multiplikation soll zumindest assoziativ sein und ein
neutrales Element besitzen.

Auflerdem miissen Addition und Multiplikation miteinander vertraglich sein. Diese Vertrag-
lichkeit wird durch die Distributivgesetze ausgedriickt.
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Bemerkung 2.2.2 (Name der Verkniipfungen). Bei Gruppen gibt es eine Menge und eine Verkniip-
fung, die wir zum Beispiel als Addition oder Multiplikation oder eine beliebige andere Operation
interpretieren konnen. Daher konnten wir die Verkniipfung recht beliebig als ,Addition®, ,Multi-
plikation® oder ganz anders bezeichnen.

Bei Ringen treten nun zwei Verkniipfungen gleichzeitig auf, diese wechselwirken miteinander
und spielen unterschiedliche Rollen. Das Wechselspiel der Verkniipfungen ist — wie wir in den
Beispielen sehen werden — sehr analog zu dem der Addition und Multiplikation auf Z, daher
werden wir die eine fest als ,Addition” und die andere fest als ,Multiplikation® bezeichnen. Auch
in unserer Notation werden wir diese Analogie hervorheben.

Definition 2.2.3 (Ring). Ein Ring ist ein Tupel (R, +, 0, -, 1), bestehend aus einer Menge R, einer
Addition
+ : RxR— R,

einem Element 0 € R, einer Multiplikation
-t RxR—> R,
und einem Element 1 € R, sodass die folgenden Figenschaften gelten.

(R1) Additive Struktur.
Das Tripel (R, +, 0) ist eine abelsche Gruppe.
Das bedeutet: Fiir alle x,y,z € R gilt

x+(@y+2)=(x+y)+z

fiir alle x € R gilt
O+x=x und x+0=x,

zu jedem x € R gibt es ein additives Inverses —x € R, und fiir alle x,y € R gilt

x+y=y+x.

(R2) Assoziativitit der Multiplikation.
Fir alle x, y, z € R gilt
(x-y)-z=x-(y-2)

(R3) Einselement.

Fir alle x € R gilt
lx=x und x-1=x.

(R4) Distributivgesetze.

Fir alle x, y,z € R gilt
x-(y+z)=x-y+x-z

und
x+y)z=x-z+y- -z

Wir schreiben meistens kurz xy statt x - y.
Der Ring heif3t kommutativ, wenn zusétzlich fir alle x, y € R gilt

Xy = yx.
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Bemerkung 2.2.4 (Konvention). In diesem Skript besitzt ein Ring immer ein Einselement.
Manche Biicher verwenden das Wort ,Ring“ allgemeiner und verlangen kein Einselement.
Dann sagt man fiir unsere Definition manchmal ,Ring mit Eins® oder ,unitarer Ring®.

Wir wihlen hier die Version mit Einselement, weil sie besonders gut zu Kérpern und Vektor-
raumen passt.

Bemerkung 2.2.5 (Kommutativitat von Ringen). Die Addition eines Ringes ist immer kommu-
tativ. Ob ein Ring als ,kommutativ® gilt hangt also ausschliefilich daran, ob die Multiplikation
kommutativ ist.

Beispiel 2.2.6 (Erste Beispiele).

1. Die ganzen Zahlen bilden mit der tiblichen Addition und Multiplikation einen Ring

(23 +3 O’ " 1)‘
2. Auch
(Q,+,0,-,1) und (R,+,0,-,1)
sind Ringe.

3. Die Menge R[X] aller Polynome mit reellen Koeffizienten ist ein Ring.

Addition und Multiplikation sind dabei die iibliche Addition und Multiplikation von Poly-
nomen.

4. Der Nullring besteht nur aus einem Element:
R ={0}.
In diesem Ring gilt notwendigerweise
0=1.
Der Nullring ist nach unserer Definition also erlaubt.

Leitbeispiel 2.2.7 (Die Uhr: Restklassenringe). Als zweites Leitbeispiel — fiir Ringe und Koérper
— nehmen wir die Uhr. Auf einer 12-Stunden-Uhr ist 10+ 5 = 3 und nicht 15: Man rechnet modulo
12. Allgemein bilden fiir n € IN die Restklassen

Z/nZ = {[0],[1], ..., [n — 1]}

[a] +[b] :=[a+b] und [a] - [b] :=[a-b]

einen kommutativen Ring. Die additive Gruppe (Z/nZ, +) kennen wir schon aus dem Gruppenka-
pitel. Neu ist die Multiplikation — und mit ihr 16sen wir das Versprechen aus dem Gruppenkapitel
ein und schauen der Wohldefiniertheit einmal wirklich ins Auge.

Das Problem: Die Vorschrift [a] - [b] : = [a-b] rechnet mit den Vertretern a und b — aber dieselbe
Restklasse tragt viele Namen. Auf der Uhr ist [10] = [22], denn 22 Uhr ist 10 Uhr. Rechnen wir
also beide Wege:

[10]-[5] = [50] = [2] und [22] - [5] = [110] = [2].
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Dasselbe Ergebnis — und das ist kein Zufall. Sind [a] = [a’] und [b] = [#’], dann teilt n sowohl
a—a’ alsauch b — b, und wegen

ab—a’b’ =alb—b")+(a—a’)b’

teilt n auch ab — a’b’, also ist [ab] = [a’b’]. Die Vorschrift ist wohldefiniert: Das Ergebnis hangt
nicht davon ab, welche Vertreter man wahlt.

Dass das keine Selbstverstidndlichkeit ist, zeigt ein Gegenbeispiel. Die Vorschrift Q([a]) :=
[Quersumme von a| definiert auf Z. /127 gar nichts: Es ist [10] = [22], aber Q wiirde einmal [1]
und einmal [4] liefern. Wer auf Restklassen etwas definieren will, muss die Wohldefiniertheit also
stets priifen.

An unserem Ring zeigt sich aulerdem ein Phanomen, das es in Z, Q und R nicht gibt. In Z/6Z
gilt

[2]-[3] =[6] = o] :

Ein Produkt zweier von null verschiedener Elemente kann null sein. Solche Elemente bekommen
gleich einen eigenen Namen. Ob ein Restklassenring sie enthélt, entscheidet im ndchsten Abschnitt
dariiber, ob aus ihm sogar ein Korper wird.

Definition 2.2.8 (Nullteiler). Sei R ein kommutativer Ring. Ein Element x € R mit x # 0 heif3t
Nullteiler, wenn es ein y € R mit y # 0 und

x-y=0
gibt. Im Leitbeispiel sind also [2] und [3] Nullteiler von Z/6Z.

Proposition 2.2.9 (Eindeutigkeit der neutralen Elemente in Ringen). Sei (R, +,0,, 1) ein Ring.
Dann sind 0 und 1 eindeutig bestimmt.
Genauer gilt:

1. Es gibt in (R, +) genau ein neutrales Element.
2. Es gibt beziiglich der Multiplikation genau ein beidseitig neutrales Element.

Beweis.  Die Eindeutigkeit von 0 folgt sofort daraus, dass (R, +, 0) eine Gruppe ist.
Wir haben bereits gesehen, dass das neutrale Element einer Gruppe eindeutig ist.
Nun zeigen wir die Eindeutigkeit von 1.

Seien 1g und 1% zwei beidseitig neutrale Elemente beziiglich der Multiplikation.
Da 1p neutral ist, gilt

1g- 1% = 1%,
Da 1% neutral ist, gilt aber auch
1g- 1% = 1g.
Also folgt
1g=1g- 1% = 1%.
Damit ist auch das Einselement eindeutig. O

Bemerkung 2.2.10 (Wie allgemein sollte man Aussagen formulieren?). Der Beweis fiir die
Eindeutigkeit des neutralen Elements in Gruppen (in Proposition 2.1.8) hat gar nicht benutzt, dass
es Inverse gibt. Daher konnten wir den Beweis im Wortlaut (nicht aber die bewiesene Aussage
Proposition 2.1.8) oben wiederverwenden.
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Der Beweis hat auch nicht benutzt, dass die Multiplikation assoziativ ist. Er hat nur benutzt,
dass zwei Elemente beide beidseitig neutral fiir dieselbe Verkniipfung sind.

Also gilt allgemeiner: Wenn eine Menge mit einer beliebigen zweistelligen Verkniipfung tiber-
haupt ein beidseitig neutrales Element besitzt, dann ist dieses eindeutig.

Man konnte diesen allgemeineren Satz sofort formulieren und beweisen. Das hatte den Vorteil,
dass wir ihn spéter in vielen Situationen direkt wiederverwenden kénnten. Oben kénnten wir
also in beiden Féllen einfach den allgemeinen Satz zitieren ohne den Beweis zu wiederholen.

Der Nachteil wire aber, dass wir dafiir mehr Begriffe auf einmal einfithren missten. In der
Darstellung von Mathematik muss man deshalb immer entscheiden, wie viel Allgemeinheit man
gerade tragen mochte.

Mehr Allgemeinheit macht Aussagen oft wiederverwendbarer. Zu viel Allgemeinheit kann aber
am Anfang verdecken, worum es in der konkreten Situation eigentlich geht.

Wir beweisen manche Aussagen deshalb zunichst dort, wo wir sie brauchen, und weisen
danach darauf hin, dass der Beweis eigentlich allgemeiner funktioniert.

Lemma 2.2.11 (Multiplikation mit Null). Sei (R, +,0,, 1) ein Ring.
Dann gilt fiir jedes x € R
0-x=0 wund x-0=0.

Beweis.  Wir zeigen zuerst 0 - x = 0.
Da 0 das neutrale Element der Addition ist, gilt

0+0=0.

Also gilt
0-x=(0+0)-x.

Mit dem Distributivgesetz folgt
0+0)-x=0-x+0-x.

Zusammen erhalten wir
0-x=0-x+0-x.

Wir addieren auf beiden Seiten das additive Inverse von 0 - x.
Dann folgt

Also gilt

Der Beweis von x - 0 = 0 ist analog.
Man benutzt
x-0=x-(0+0)

und danach das andere Distributivgesetz. O

Alternativer Beweis. ~ Wir geben noch einen zweiten Beweis, weil er die Struktur hinter der
Rechnung sichtbar macht.

Fixiere ein Element x € R.

Wir betrachten die Abbildung

Ry, :R—>R, yw—yx.
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Diese Abbildung ist ein Gruppenhomomorphismus
Rx : (Rs +s 0) - (Rs +s 0)'

Denn fiir alle y,z € R gilt

R(y+2)=((+2)x =yx+zx = R(y) + R(2).

Gruppenhomomorphismen erhalten neutrale Elemente.
Also gilt
R,(0) = 0.

Das bedeutet genau
0x = 0.

Genauso betrachten wir die Abbildung
L,:R— R, ym xy.
Auch sie ist ein Gruppenhomomorphismus
Ly : (R +,0) = (R +,0),

denn fiir alle y, z € R gilt

Ly+2)=x(y+2z)=xy+xz=L(y) + L(2).

Also gilt
L(0) =0.

Das bedeutet genau
x0 = 0.

O]

Definition 2.2.12 (Minuszeichen in Ringen). In Ringen haben wir zwei Verkniipfungen, also
im allgemeinen unterschiedliche Inverse, je nach dem ob wir beziiglich der Addition und der
Multiplikation das Inverse bestimmen. Bezliglich der Multiplikation muss es in Ringen natiirlich

gar keine Inversen Elemente geben.

Wir schreiben —x fir das additive Inverse von x. Damit meinen wir das eindeutige Element

(siehe Lemma 2.1.22 2)) y € R mit

y+x=0=x+y.

Lemma 2.2.13 (Rechenregeln des Minuszeichens in Ringen). Sei (R, +,0,-,1) ein Ring.

Dann gelten:

1. Firallex,y € R gilt
x-(=y) = (=x) -y = —(xp).

2. Es gilt
(-1)? =1.

119



Beweis.  Wir benutzen jetzt systematisch folgenden Gedanken: In der additiven Gruppe (R, +, 0)
sind additive inverse Elemente eindeutig. Um also zu zeigen, dass ein Element a gleich —b ist,
geniigt es zu zeigen, dass

b+a=0.

Seien nun x, y € R. Wir zeigen zuerst
x-(=y) = ~(xy).

Dazu reicht es also wegen der Eindeutigkeit additiver Inverser zu zeigen, dass x - (—y) ein
additives Inverses von xyist. Es gilt

xy+x-(=y)=x-y+x-(=y)=x-(y+(y)=x-0=0.
Also ist x - (—y) das additive Inverse von xy. Daher gilt
x-(=y) = =(xp).
Analog zeigen wir
(=x) -y = ~(xy).
Es gilt namlich
xy+(=x)y=x-y+(=x)y=x+(x) y=0-y=0
Also ist auch (—x) - y das additive Inverse von xy. Damit gilt
x-(=y) = (=x) -y = =(xy).

Es bleibt zu zeigen, dass (—1)? = 1 gilt. Wir zeigen wieder, dass zwei Elemente dasselbe additive
Inverse sind. Zunichst ist 1 ein additives Inverses von —1, denn

(-D+1=0.

Andererseits gilt
(12 + (D)= (=D (=D +1-(-D.
Mit dem Distributivgesetz erhalten wir
D-D+1- D =(D+1-(=D).

Also folgt
(-1)?+(-1)=0-(-1) =0.

Damit ist (—1)? ebenfalls ein additives Inverses von —1. Wegen der Eindeutigkeit additiver
Inverser folgt
(-1)?% =1. O
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2.3 Korper

Bemerkung 2.3.1 (Von Ringen zu Kérpern). Ringe erlauben Addition, Subtraktion und Multipli-
kation.

Was in einem allgemeinen Ring aber fehlen kann, ist Division.

Zum Beispiel ist Z ein Ring. In Z kénnen wir zwar addieren, subtrahieren und multiplizieren.
Aber wir konnen nicht immer dividieren: Die Gleichung

2x =1

hat keine Lésung in Z.
Korper sind Ringe, in denen diese Schwierigkeit fiir alle Elemente ungleich 0 verschwindet.

Definition 2.3.2 (Kérper). Ein Korper ist ein kommutativer Ring
(k’ +’ 05 ‘5 ]‘)7
der zusétzlich die folgenden beiden Eigenschaften erfiillt.

(K1) Es gilt
1+0.

(K2) Jedes Element ungleich 0 besitzt ein multiplikatives Inverses.

Das heifSt: Fiir jedes x € k mit x # 0 gibt es ein y € k mit

xy =1

Bemerkung 2.3.3 (Korper als gute Skalarenbereiche). Ein Korper fasst die algebraischen Ei-
genschaften zusammen, die wir von ,Zahlen, mit denen man gut skalieren und rechnen kann®
erwarten.
Man kann addieren, subtrahieren, multiplizieren und durch jedes Element ungleich 0 dividieren.
Genau deshalb werden Korper spéter in der Theorie der Vektorraume als Skalarenbereiche

verwendet.
Bemerkung 2.3.4 (Alternative Formulierung). Sei k ein kommutativer Ring mit 1 = 0. Wir setzen
K =k \ {0}

Dann ist k genau dann ein Korper, wenn k™ beziiglich der Multiplikation eine Gruppe ist.
Das neutrale Element dieser Gruppe ist 1.
Die Inversen in dieser Gruppe sind genau die multiplikativen Inversen der Elemente ungleich 0.

Beispiel 2.3.5 (Erste Beispiele und Nichtbeispiele).

1. Die rationalen Zahlen bilden einen Korper
(Q; +5 07 * 1)

Ist x € Q und x # 0, dann ist auch }1( e Q.
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2. Die reellen Zahlen bilden einen Kérper

(R, +,0,-,1).

3. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper

(C,+,0,-,1).

Man kann C als R? auffassen.

Die Addition ist komponentenweise gegeben durch

(a,b) + (c,d) :=(a+c,b+d).

Die Multiplikation ist gegeben durch
(a,b)-(c,d) :=(ac — bd,ad + bc).

Schreibt man

i :=(0,1),
und identifiziert man a € R mit (g, 0) € C, dann gilt
(a,b) =a+bi
und insbesondere
i* = -1.

4. Die ganzen Zahlen bilden keinen Korper.

Der Grund ist: Es gilt 2 € Z und 2 # 0. Aber es gibt kein x € Z mit

2x = 1.

Also besitzt 2 in Z kein multiplikatives Inverses.
5. Die Restklassen modulo 2 bilden einen Korper

Z/27Z.

Dieser Korper hat genau zwei Elemente:
Z/2Z ={0,1}.

Hier lassen wir — wie allgemein iiblich, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht — die
Klammern weg und schreiben a statt [a]; gemeint ist immer die Restklasse.

Addition und Multiplikation werden modulo 2 gerechnet. Also gilt insbesondere
1+1=0, 1-1=1.

Die Gleichung 1 + 1 = 0 ist dabei keine falsche Zahlengleichung, sondern eine wahre
Aussage tiber Restklassen: [1] + [1] = [2] = [0].

Fir diesen Korper schreiben wir auch

]Pz = Z/ZZ
Der Buchstabe F steht dabei fiir ,field®, also das englische Wort fiir Korper.
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Leitbeispiel 2.3.6 (Die Uhr: wann Z/nZ ein Korper ist). Wir kehren zur Uhr Leitbeispiel 2.2.7
zuriick. Wann ist Z /nZ ein Korper, wann kann man also durch jedes Element # [0] teilen? Die
Nullteiler geben die Antwort.

Ist n zusammengesetzt, etwan = 6 = 2 - 3, so gilt [2] - [3] = [0]. Hatte [2] ein multiplikatives
Inverses [x], also [x] - [2] = [1], so folgte

[3] = [1]-[3] = [x]-[2] - [3] = [x] - [0] = [o],

ein Widerspruch. Also besitzt [2] kein Inverses, und Z/6Z ist kein Korper.

Ist dagegen n = p eine Primzahl, so gibt es keine Nullteiler. (Das liegt an einer Grundtatsache
uber Primzahlen: Teilt p ein Produkt ab, dann teilt p schon a oder b — aus [a] - [b] = [0] folgt
also [a] = [0] oder [b] = [0].) Und ohne Nullteiler besitzt tatsachlich jedes [a] # [0] ein Inverses.
Das ist ein hiibsches Endlichkeits-Argument: Die Abbildung [x] + [a] - [x] von Z/pZ in sich ist
injektiv, denn aus [a][x] = [a][y] folgt [a]([x] — [y]) = [0], und da [a] # [0] kein Nullteiler ist,
muss [x] = [y] sein. Eine injektive Abbildung einer endlichen Menge in sich ist aber surjektiv —
insbesondere wird [1] getroffen, es gibt also ein [x] mit [a] - [x] = [1]. Man sieht das auch konkret,
etwa in Z/5Z:

[2]-[3] = [6] = [11, [4] - [4] = [16] = [1],

jedes Element = [0] findet seinen Partner. Kurz:
7./nZ. ist ein Kérper <=  nist eine Primzahl.

Der kleinste Fall n = 2 ist der oben eingefithrte Kérper F;. So entstehen die endlichen Korper F), =
7./ pZ.: Zahlbereiche mit nur endlich vielen Elementen, in denen man dennoch uneingeschrinkt
addieren, multiplizieren und teilen kann. Neben den endlichen Kérpern der Form Z/pZ gibt es
noch Koérper mit komplexerer interner Struktur. Tatsdchlich sind endliche Korper das Riickgrat
der modernen Kryptographie und Codierungstheorie.

Definition 2.3.7 (Multiplikative Inverse). Sei k ein Koérper und sei x € k mit x # 0.
Nach Definition eines Korpers gibt es ein y € k mit

xy =1
Da k kommutativ ist, gilt dann auch
yx =xy=1

Also ist yein Inverses von x in der Gruppe k™.

Aus der Gruppentheorie wissen wir: Inversen in Gruppen sind eindeutig.
Deshalb ist auch das multiplikative Inverse von x eindeutig.

Wir schreiben

fir dieses eindeutige Element.
Es gilt also

Bemerkung 2.3.8 (Minuszeichen und Inversenzeichen). Das Zeichen —x bezeichnet das additive
Inverse von x.

Es ist fiir jedes x € k definiert, denn (k, +, 0) ist eine abelsche Gruppe.

Das Zeichen x~! bezeichnet dagegen das multiplikative Inverse von x.
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Es ist in einem Korper genau dann definiert, wenn x # 0 gilt.
Insbesondere ist
01

nicht definiert.
Man darf also nicht durch 0 teilen.

Lemma 2.3.9 (Nullproduktregel in Kérpern). Sei k ein Korper und seien x,y € k.
Dann gilt
xy=0 < x=0o0dery=0.

Beweis.  Wir zeigen zuerst die Implikation von rechts nach links. Wenn x = 0 gilt, dann ist
xy=0y=0.

Wenn y = 0 gilt, dann ist
xy =x0=0.
Dabei benutzen wir die Rechenregel 0z = 0 = z0 aus dem Abschnitt @iber Ringe (Lemma 2.2.11).
Nun zeigen wir die Richtung von links nach rechts. Sei also

xy = 0.

Wir miissen zeigen, dass x = 0 oder y = 0 gilt. Angenommen, es gilt x # 0. Dann besitzt x
ein multiplikatives Inverses x~!. Wir multiplizieren die Gleichung xy = 0 von links mit x~! und
erhalten

x 1(xy) = x7to.
Die rechte Seite ist gleich 0. Auf der linken Seite benutzen wir die Assoziativitiat der Multiplika-
tion:
xHxy)=(xx)y=1y=y.
Also folgt
y=0.
Damit haben wir gezeigt: Wenn xy = 0 gilt und x # 0 ist, dann muss y = 0 gelten.
Wir haben beide Richtungen der Aquivalenz bewiesen. O

Bemerkung 2.3.10 (Warum Linearfaktoren Nullstellen finden). Die Nullproduktregel ist eine
der wichtigsten Rechenregeln in Korpern. Sie erklart, warum das Zerlegen eines Polynoms in
Faktoren so niitzlich ist.

Nehmen wir zum Beispiel an, ein Polynom p(X) iber einem Korper k habe die Form

p(X) = (X —a)(X —ap) (X —ap)
mit ay, ..., a, € k. Dann ist fir x € k
p(x)=0
genau dann, wenn
(x —a;)(x —ap) - (x —a,) = 0.

Wegen der Nullproduktregel kann ein Produkt in einem Kérper nur dann 0 sein, wenn mindes-
tens ein Faktor 0 ist. Also gilt

p(x) =0
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genau dann, wenn es ein i € {1,...,n} gibt mit
x—a; =0.

Das ist genau dann der Fall, wenn
X =4

fur eini € {1,...,n} gilt.
Die Zerlegung in Linearfaktoren liefert also nicht nur einige Nullstellen. Wenn ein Polynom
vollstdndig in Linearfaktoren zerlegt ist, liefert diese Zerlegung alle Nullstellen.

125



Kapitel 3

Vektorraume

3.1 Definition

Bemerkung 3.1.1 (Warum Vektorrdume?). Die Vektorrechnung entsteht zunachst aus sehr an-
schaulichen geometrischen Situationen. Man mdchte Verschiebungen, Geschwindigkeiten, Krafte
oder Richtungen addieren konnen. Man mochte sie auch verlangern, verkiirzen oder umdrehen
koénnen. Der abstrakte Vektorraumbegriff geht aber weit iiber diese geometrische Anschauung
hinaus. Eine wichtige historische Figur auf diesem Weg ist Hermann GrafBmann. In seiner Aus-
dehnungslehre entwickelte er im 19. Jahrhundert eine sehr allgemeine und koordinatenarme
Sprache fiir lineare Grofien. Darin treten bereits viele Grundbegriffe der linearen Algebra auf:
Erzeuger, lineare Kombinationen, lineare Unabhéngigkeit, Basis und Dimension. Der moderne
axiomatische Begriff eines Vektorraums wurde erst spater vollstindig herausgearbeitet. Trotzdem
ist GraBmanns Idee fiir uns zentral: Man soll nicht nur im R? oder im R® rechnen. Man soll
die gemeinsamen Rechenregeln erkennen, die hinter vielen verschiedenen Beispielen stehen.
Genau deshalb wihlen wir eine abstrakte Definition. Sie ist am Anfang etwas ungewohnt. Da-
fur gilt danach alles, was wir beweisen, gleichzeitig fiir geometrische Vektoren, Zahlenrdume,
Matrizenraume, Funktionenrdume, Losungsrdume linearer Gleichungssysteme und viele weitere
Beispiele.

Definition 3.1.2 (Vektorraum). Sei k ein K6rper. Ein k-Vektorraum ist ein Tupel
(V. +,0,),
bestehend aus einer Menge V, einer Vektoraddition
+:VxV -V,
einem Element 0 € V, das wir den Nullvektor nennen, und einer Skalarmultiplikation
tkxV oV, (Lv)e Ay,

sodass die folgenden Figenschaften gelten.

(V1) Additive Struktur. Das Tripel (V,+,0) ist eine abelsche Gruppe. Das bedeutet: Fiir alle
u,v,w e Vgilt
ut(v+w)=Ww+v)+w,

furallev € V gilt
0+v=v und v+0=v,

zu jedem v € V gibt es ein additives Inverses —v € V, und fiir alle v,w € V gilt

vV+w=w+w.
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(V2) Assoziativitit der Skalarmultiplikation. Fiir alle A, i € kund alle v € V gilt

Ay = A(pv).

(V3) Distributivitit in den Vektoren. Fiir alle A € kund alle v, w € Vgilt

AV +w) = v+ Aw.

(V4) Distributivitit in den Skalaren. Fir alle A, y € kund alle v € Vgilt

A+ pv=2Av+ pv.

(V5) Normierung. Fir alle v € Vgilt
lv=w.

Die Elemente von V heif3en Vektoren. Die Elemente von k heiflen Skalare.

Bemerkung 3.1.3 (Zur Notation). Wir benutzen fiir die Skalarmultiplikation meistens kein
eigenes Symbol. Wir schreiben also
Av

statt
A-v.

Dabei ist wichtig: Der Ausdruck Av enthalt zwei verschiedene Arten von Objekten. Der Skalar A
liegt im Korper k. Der Vektor vliegt im Vektorraum V. Das Ergebnis Avist wieder ein Vektor in V.

Beispiel 3.1.4 (Geometrische Vektoren im Anschauungsraum). Der wichtigste anschauliche
Ursprung des Vektorraumbegriffs sind geometrische Vektoren. Man kann sich einen geometrischen
Vektor als eine Verschiebung vorstellen: Er hat eine Richtung, eine Orientierung und eine Linge.
Wo genau man den Pfeil hinzeichnet, ist dabei nicht entscheidend. Zwei Pfeile beschreiben
denselben Vektor, wenn sie gleich lang sind und in dieselbe Richtung zeigen. Die Addition von
geometrischen Vektoren wird durch die Parallelogrammregel beschrieben. Sind v und w zwei
Vektoren, dann zeichnet man beide Pfeile mit gemeinsamem Anfangspunkt. Dann spannt man
ein Parallelogramm auf. Die Diagonale dieses Parallelogramms ist der Vektor

v+ w.

Anschaulich heiflt das: Erst um v verschieben und danach um w verschieben hat denselben Ge-
samteffekt wie die Verschiebung um v + w. Die Skalarmultiplikation ist hier wortwértlich eine
Skalierung. Fiir A € R und einen geometrischen Vektor vist Avder Vektor, der aus ventsteht, indem
man seine Linge mit dem Faktor |A| skaliert. Ist A > 0, bleibt die Orientierung gleich. Ist 1 < 0,
wird zusétzlich die Richtung umgedreht. Ist A = 0, erhalt man den Nullvektor. Auf dieser Anschau-
ungsebene kann man alle Vektorraumaxiome anschaulich begriinden. Die Addition ist assoziativ,
denn drei nacheinander ausgefithrte Verschiebungen haben denselben Gesamteffekt unabhingig
davon, ob man zuerst die ersten beiden oder zuerst die letzten beiden zusammenfasst. Sie ist
kommutativ, denn das Parallelogramm hat dieselbe Diagonale, egal in welcher Reihenfolge man
die beiden Seiten einzeichnet. Der Nullvektor ist die Verschiebung um nichts. Das additive Inverse
—vist die Verschiebung mit gleicher Lange in entgegengesetzter Richtung. Die Distributivgesetze
driicken aus, dass Skalierung und Addition zusammenpassen: Wenn man die Summe zweier
Verschiebungen skaliert, erhalt man dasselbe wie die Summe der skalierten Verschiebungen. Und

127



wenn man denselben Vektor erst mit A und mit p skaliert und dann addiert, erhalt man dasselbe
wie die Skalierung mit A + p.

Diese Idee ist so einfach, wie sie aussieht, und genau dieses Bild sollte man im Kopf behalten.
Ehrlicherweise ist ,anschaulich begriinden® aber noch kein Beweis — und was hier ein Beweis ist,
héangt davon ab, was man tiber die Geometrie schon zu wissen glaubt. Je nach Ausgangspunkt
braucht man verschiedene Argumente:

« Fasst man Verschiebungen als Abbildungen der Ebene auf und die Addition als Hinterein-
anderausfithrung, dann ist die Assoziativitat geschenkt — Komposition von Abbildungen
ist immer assoziativ. Die Kommutativitat ist dann aber ein echter geometrischer Satz, und
genau ihn spricht die Parallelogrammregel aus.

« Nimmt man die Schulgeometrie mit ihren Kongruenz- und Ahnlichkeitssétzen als gegeben,
dann werden die Axiome zu kleinen Satzen iiber Parallelogramme. Das Distributivgesetz
A(v +w) = v + Awetwa ist der Strahlensatz in Verkleidung: Die zentrische Streckung um
A bildet das Parallelogramm von v und w auf das Parallelogramm von Avund Aw ab und
nimmt dabei die Diagonale mit.

« Ubersetzt man die Ebene zuerst in Koordinaten, dann rechnen sich alle Axiome komponen-
tenweise nach — die geometrische Frage ist damit aber nur verschoben, ndmlich dorthin,
warum Koordinaten die Geometrie treu beschreiben.

Historisch ist das keine Fufinote. GRAGMANNS Ausdehnungslehre (1844) ist im Kern genau dieses
Programm: den Kalkiil der Gr688en koordinatenfrei (und in einem speziellen Sinne auch geometrie-
frei' ) aufzubauen und seine Rechengesetze aus der ,Erzeugung ausgedehnter Groen® herzuleiten.
Was wir heute als Axiome an den Anfang stellen, war dort das Resultat einer Untersuchung.

Die moderne Definition dreht den Spiefl um: Sie schreibt die Gesetze als Forderungen hin und
lasst offen, woher sie kommen. Jede Auffassung von Geometrie, die sie begriindet, bekommt dafiir
alle Sétze der linearen Algebra geschenkt.

Leitbeispiel 3.1.5 (Der Signalraum). Als Leitbeispiel fiir dieses Kapitel begleiten uns reine
Sinuswellen und ihre Uberlagerungen. Fiir eine feste Zahl ¢ > 0 betrachten wir die Funktion

s, : R—> R, sq(x) = sin(cx),

eine Welle, die mit der Frequenz ¢ schwingt. Man darf dabei an Radiowellen denken: Jeder Sen-
der strahlt — idealisiert — eine solche reine Welle aus, und was eine Antenne erreicht, ist die
Uberlagerung aller Sender. Unser Vektorraum ist der Signalraum S, die Menge aller endlichen
Uberlagerungen

ArSe, + Agse, + o+ s, (A €R, ¢ >0),

aufgefasst als Funktionen R — R. Dabei diirfen die Anzahl n und die Frequenzen ¢y, ...,c, von

Signal zu Signal verschieden sein — zum Beispiel liegen 3s; + 2s5 und s, — 7s, beide in S.
Wichtig ist, was hier ein Vektor ist: nicht ein einzelner Messwert der Welle, sondern die ganze

Funktion — der komplette Kurvenzug ist ein einziges Element von S. Die Operationen sind dann

handgreiflich:

« Uberlagern. Zwei Wellen, die gleichzeitig durch die Luft laufen, addieren sich Punkt fiir
Punkt zu einem neuen Signal. Das ist unsere Addition u + v.

'Es ging Gramann um die Theorie der Erzeugung ausgedehnter Groflen. Dieser Ansatz war sowohl seinen
Zeitgenossen als auch uns heute recht fremd. Deshalb kam die verdiente Wiirdigung auch erst spét.
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+ Verstirken und Abschwichen. Dreht man die Sendeleistung um einen Faktor A hoch oder
herunter, wird die Welle um diesen Faktor gestreckt. Das ist unsere Skalarmultiplikation Av.

Der Nullvektor ist die Stille: das Signal, das iiberall den Wert 0 hat. Die Vektorraumaxiome muss
man kaum nachrechnen, denn addiert und skaliert wird Punkt fur Punkt in R; die Axiome erben
ihre Giiltigkeit also direkt von den Rechenregeln der reellen Zahlen. Erfreulich ist, dass hier auch
negative Vorfaktoren nichts Exotisches sind: —s, ist die auf den Kopf gestellte Sinuswelle — eine
genauso echte Welle wie s, selbst.

Idealisiert ist an dem Modell etwas anderes: Wir tun so, als bestiinde jedes Signal aus endlich
vielen scharfen Frequenzen, und wir unterschlagen, dass reale Wellen gegeneinander verschoben
sein konnen. Beides ist unphysikalisch, aber es hilt das Beispiel einfach; am Ende des Kapitels
kommen wir darauf zuriick. Der Signalraum wird uns eine praktische Frage beantworten: Was
sieht eine Messstation, die nur auf wenige Frequenzen lauscht? Die Antwort fiihrt geradewegs zu
den Begriffen Basis und Dimension.

Beispiel 3.1.6 (Der Raum R"). Fiir jedes n € IN ist
R" = {(x1,.... %) | x1,..., %, € R}
ein R-Vektorraum. Die Addition ist komponentenweise definiert:
(%1 s X0) + (V15 V) 1= (K1 + Y15, X + D)
Die Skalarmultiplikation ist ebenfalls komponentenweise definiert:
Alx, . %) = (Axq, .on, AX).

Der Nullvektor ist
0=1(0,...,0).

Fir n = 2 und n = 3 kann man diese Vektorrdume geometrisch zeichnen. Fiir grofieres n ist das
nicht mehr direkt moglich. Die abstrakte Definition erlaubt uns aber trotzdem, mit R* genauso
systematisch zu rechnen.

Beispiel 3.1.7 (Funktionenraume). Sei
C'(R)

die Menge aller stetigen Abbildungen
f:R—>R
Diese Menge ist ein R-Vektorraum. Die Addition ist punktweise definiert:
(f +8)(x) = f(x) + g(x).
Die Skalarmultiplikation ist ebenfalls punktweise definiert:
(Af)(x) = Af(x).
Der Nullvektor ist hier nicht eine Zahl und auch kein Pfeil. Der Nullvektor ist die Nullfunktion
0:R—->R x+—0.

Das ist ein wichtiger Moment: In einem abstrakten Vektorraum miissen die Vektoren nicht wie
Pfeile aussehen. Sie konnen auch Funktionen oder noch abstraktere Objekte sein.
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Beispiel 3.1.8 (Folgen). Die Menge aller reellen Folgen

(an)nelN

ist ein R-Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation werden gliedweise definiert:

(an)nE]N + (bn)nE]N ‘= (an + bn)nE]N

und
AMannen = (Aap)nen-
Auch die Menge aller konvergenten reellen Folgen ist ein R-Vektorraum. Der Grund ist: Summen

konvergenter Folgen sind wieder konvergent. Skalare Vielfache konvergenter Folgen sind wieder
konvergent. Diese Aussage beruht auf den Grenzwertsétzen aus der Analysis.

Beispiel 3.1.9 (C als reeller Vektorraum). Die komplexen Zahlen bilden einen R-Vektorraum. Die
Vektoraddition ist die gewohnliche Addition komplexer Zahlen. Die Skalarmultiplikation ist die
Multiplikation einer komplexen Zahl mit einer reellen Zahl. Schreibt man eine komplexe Zahl als

z=a+bi,

dann gilt fiir A € R
Az = AMa + bi) = Aa + (Ab)i.

Als R-Vektorraum verhilt sich C also wie R?. Die reelle und die imaginire Richtung sind die
beiden grundlegenden Richtungen.

Beispiel 3.1.10 (Polynome). Die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten ist ein R-
Vektorraum. Die Addition ist die gew6hnliche Addition von Polynomen. Die Skalarmultiplikation
ist die Multiplikation aller Koeffizienten mit derselben reellen Zahl. Auch die Menge aller Polynome
vom Grad hochstens n ist ein R-Vektorraum. Man muss hier nur beachten: Wenn zwei Polynome
jeweils Grad hochstens n haben, dann hat auch ihre Summe Grad héchstens n. Und wenn man ein
Polynom vom Grad hochstens n mit einem Skalar multipliziert, dann hat das Ergebnis wieder
Grad hochstens n.

Bemerkung 3.1.11 (Warum andere Korper interessant sind). Bisher haben wir vor allem R-
Vektorrdume betrachtet. Das ist fiir Geometrie, Analysis und viele Anwendungen in der Physik
sehr natiirlich. Die abstrakte Definition erlaubt aber auch Vektorrdume tiber anderen Korpern.
Das ist nicht nur eine technische Spielerei. Der Kérper bestimmt, welche Skalare erlaubt sind.
Dadurch dndert sich auch, welche Linearkombinationen méglich sind und welche lineare Struktur
ein Raum hat.

Beispiel 3.1.12 (Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern). Sei k ein beliebiger Kérper. Dann ist
kn
ein k-Vektorraum. Die Addition und Skalarmultiplikation sind wieder komponentenweise definiert.

Beispiel 3.1.13 (Komplexe Funktionen als komplexer Vektorraum). Die Menge aller analytischen
Funktionen
f:C->C
bildet einen C-Vektorraum. Addiert man zwei analytische Funktionen, so erhilt man wieder
eine analytische Funktion. Multipliziert man eine analytische Funktion mit einem komplexen
Skalar, so erhilt man wieder eine analytische Funktion. Hier sind also nicht nur die Vektoren
komplexwertige Funktionen. Auch die Skalare kommen aus C.
Solche Rédume spielen in der Quantenmechanik eine wichtige Rolle.
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Beispiel 3.1.14 (Bytes als Vektoren iiber F,). Der Korper
IFZ = {05 1}

hat nur zwei Elemente. In ihm gilt
1+1=0.

Ein Byte in einem Computer ist eine Folge von acht Bits:
(bl, ,bg) S Fg

Damit ist die Menge aller Bytes ein F,-Vektorraum. Die Addition ist komponentenweise Addition
modulo 2. In der Informatik entspricht das der Operation XOR. Zum Beispiel gilt

(1,0,1,1) +(0,1,1,0) = (1,1,0,1).
Die Skalarmultiplikation ist besonders einfach:

lv=v und Ov=0.

Beispiel 3.1.15 (Potenzmengen als Vektorraume tiber F,). Sei M eine Menge. Dann kann man
die Potenzmenge

B (M)

als F,-Vektorraum auffassen. Die Addition ist die symmetrische Differenz:
AsB := (AUB)\ (AN B).

Das sind genau die Elemente, die in genau einer der beiden Mengen A und Bliegen. Der Nullvektor
ist die leere Menge:
0=09.

Auflerdem gilt fiir jede Teilmenge A € M
ArA = .

Das bedeutet: Jeder Vektor ist sein eigenes additives Inverses. Die Skalarmultiplikation ist gegeben
durch
1A=A und 0A=0.

Dieses Beispiel zeigt besonders deutlich, dass Vektoren nicht unbedingt Pfeile oder Zahlentupel
sein miissen. Sie konnen sogar Mengen sein.

Beispiel 3.1.16 (R als Q-Vektorraum). Die reellen Zahlen bilden nicht nur einen R-Vektorraum.
Sie bilden auch einen Q-Vektorraum. Als Menge betrachten wir weiterhin R. Die Vektoraddition
ist die gewohnliche Addition reeller Zahlen. Die Skalare sind jetzt aber nur rationale Zahlen. Die
Skalarmultiplikation ist also

OxR—=R, (g.x)~ gx.

Dieses Beispiel zeigt: Dieselbe Menge kann iiber verschiedenen Korpern als Vektorraum betrachtet
werden. Der gewahlte Korper gehort zur Struktur dazu. Man sollte also nicht nur sagen: ,Vist ein
Vektorraum.:” Genauer ist: ,,V ist ein Vektorraum tiber dem Korper k.

Bemerkung 3.1.17 (Ein letzter Perspektivwechsel). Die Vorstellung, dass Vektoren Pfeile sind,
ist manchmal sehr hilfreich. Sie erklart gut, warum man addiert und skaliert. Aber sie ist nicht
die Definition. Die Definition sagt: Vektoren sind Elemente einer Menge, auf der Addition und
Skalarmultiplikation so funktionieren, wie es die Axiome verlangen. Das ist die Stdrke des abs-
trakten Begriffs. Er 16st die lineare Struktur aus einem einzelnen Bild heraus und macht sie in
vielen verschiedenen Situationen wiedererkennbar.
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3.2 Darstellungen von Vektoren

3.2.1 Lineare Unabhingigkeit

Bemerkung 3.2.1 (Zwei scheinbar verschiedene Beobachtungen). Wir beginnen mit zwei Aussa-
gen, die auf den ersten Blick ganz verschieden wirken.

1. Um zwei Unbekannte eindeutig zu bestimmen, braucht man zwei lineare Gleichungen.

2. Mit zwei Richtungen kommt man tiberall in der Ebene hin.

Beide Aussagen sind in dieser Form zu grob und damit falsch. Es kommt nicht nur darauf
an, wie viele Gleichungen oder wie viele Richtungen wir haben. Es kommt darauf an, ob diese
Gleichungen oder Richtungen wirklich neue Information enthalten.

Trotzdem vermitteln diese Aussagen aber eine richtige Intuition. Um den wahren Kern heraus-
zuarbeiten miissen wir verstehen, was die Aussagen genau sagen wollen. Gemeint ist natiirlich
,zwel verschiedene lineare Gleichungen® und ,zwei verschiedene Richtungen®. Aber was genau
heiflt ,verschieden® hier? Diese Frage werden wir nun untersuchen! Und dann werden wir die
korrigierten Versionen der obigen Aussagen beweisen.

Beispiel 3.2.2 (Zwei Gleichungen, aber unendlich viele Losungen). Wir betrachten das lineare
Gleichungssystem
x+y=0,
2x +2y=0.

Die zweite Gleichung ist genau das Doppelte der ersten Gleichung. Also liefert sie keine neue
Bedingung. Wir rechnen die Losungsmenge aus. Aus

x+y=0
folgt
x=-y.
Setzen wir y = t mitt € R, dann ist
X =—t

Jede Losung hat also die Form

Wir priifen die zweite Gleichung:

2x +2y =2(-t)+ 2t =0.

{(7) |t €R}.

Das sind unendlich viele Losungen. Zwei Gleichungen reichen hier also nicht aus, um zwei
Unbekannte eindeutig zu bestimmen.

Also ist die Losungsmenge
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Beispiel 3.2.3 (Zwei Gleichungen, aber keine Losung). Wir betrachten nun das lineare Glei-
chungssystem
x+y=0,
2x +2y=1.

Wenn die erste Gleichung gilt, dann folgt durch Multiplikation mit 2
2x +2y =0.

Die zweite Gleichung verlangt aber
2x +2y = 1.

Das ist ein Widerspruch. Also hat das Gleichungssystem keine Lsung.
Auch hier sehen wir: Es gentigt nicht, nur die Anzahl der Gleichungen zu zahlen. Wir miissen
verstehen, wie die Gleichungen voneinander abhangen.

Bemerkung 3.2.4 (Die entsprechende Frage fiir Richtungen). Nun betrachten wir Vektoren in
der Ebene. Die Frage

,Kommt man mit diesen Richtungen iiberall hin?“

bedeutet: Kann man jeden Vektor der Ebene als Kombination dieser gegebenen Vektoren schrei-
ben?

Also: Wenn v, w € R? gegeben sind, betrachten wir alle Vektoren der Form
Av + pw
mit A, p € R.
Diese Menge werden wir spater allgemeiner studieren und nennen sie den Spann oder die

lineare Hiille von vund w.

Beispiel 3.2.5 (Zwei Vektoren, aber nicht die ganze Ebene). Wir betrachten die Vektoren

() = (3

aus dem R?. Der zweite Vektor ist das Doppelte des ersten:

(§)=2()

Die Elemente des Spann dieser Vektoren haben die Form

(o))
(o) 6= )+ ()= (2%)

s 1= A+2y,

mit A, p € R. Wir rechnen:

Setzen wir
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dann ist
2+ 4p = 2s.

Also haben die Elemente des Spann die Form

S .
(23) mit seR.

Das ist nur eine Gerade durch den Ursprung. Zum Beispiel liegt
0
1
0\ (s
1) \2s

1
wirde zuerst s = 0 folgen, aber dann wére 2s = 0 und nicht 1. Also spannen die Vektoren ( 2)

nicht in dieser Menge, denn aus

und (i) nicht die ganze Ebene auf.

Beispiel 3.2.6 (Zwei Vektoren, die die ganze Ebene aufspannen). Wir betrachten nun die Vektoren
1 1
( 2) und ( 1) .
a 2
(1) ex

Wir zeigen: Jeder Vektor

1
liegt im Spann von (;) und (1>
Wir suchen also A, p € R mit

o) +ol) =)
(o) ()= (40)

A+ pu=a,
2A+p=0b.

Die linke Seite ist

Wir missen also losen:

Subtrahieren wir die erste Gleichung von der zweiten, so erhalten wir
A=b—a.

Daraus folgt
p=a—A=a—(b—a)=2a-b.

Wir priifen nach:

1 1 b—a 2a—0b a
o-o) =)= (a5 () =(6)
Also spannen die Vektoren (;) und (1) die ganze Ebene auf.
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Bemerkung 3.2.7 (Eine erste Hypothese). Die bisherigen Beispiele legen eine erste Hypothese
nahe:

Eine Gleichung oder ein Vektor darf nicht einfach ein Vielfaches eines anderen sein.

Diese Hypothese ist richtig, aber noch nicht stark genug. In hoheren Dimensionen gibt es aber
subtilere Formen von Abhéngigkeit.

Beispiel 3.2.8 (Drei Vektoren in R3, aber nicht der ganze Raum). Wir betrachten die drei Vektoren
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)

in R®. Keiner dieser drei Vektoren ist ein Vielfaches eines anderen. Trotzdem spannen sie nicht
den ganzen R? auf.
Egal wie wir die drei Vektoren kombinieren: Die dritte Komponente ist immer 0.
Also kann zum Beispiel der Vektor
(0,0,1)

nicht im Spann dieser drei Vektoren liegen. Die drei Vektoren spannen also nur die Ebene
(x,y,0) | x,y € R}

auf.
Der Grund ist: Der dritte Vektor enthélt keine neue Richtung. Es gilt

(1,1,0) = (1,0,0) + (0,1, 0).

Also ist der dritte Vektor kein Vielfaches eines einzelnen vorherigen Vektors, aber er ist eine
Linearkombination der beiden anderen.

Beispiel 3.2.9 (Drei Gleichungen, aber keine eindeutige Losung). Die gleiche Erscheinung gibt
es bei linearen Gleichungssystemen. Wir betrachten das System

x=0,
y=0,
x+y=0.

Das sind drei Gleichungen in drei Unbekannten x, y, z. Keine dieser Gleichungen ist ein Vielfa-
ches einer anderen. Trotzdem gibt es keine eindeutige Losung:
Aus den ersten beiden Gleichungen folgt

x=0 und y=0.
Dann ist auch die dritte Gleichung erfiillt, denn
X+y=0+0=0.
Uber z wird gar nichts gesagt. Also ist
(x,y,2) =(0,0,¢)

fir jedest € R eine Losung.
Die Losungsmenge ist
{(0,0,1) |t € R}.

Das sind unendlich viele Losungen.
Die dritte Gleichung war also nicht nutzlos, weil sie ein Vielfaches einer anderen Gleichung war.
Sie war nutzlos, weil sie aus den beiden ersten Gleichungen zusammengesetzt werden konnte.
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Bemerkung 3.2.10 (Der gemeinsame Begriff). Wir haben jetzt zwei scheinbar verschiedene
Probleme gesehen.

1. Bei Gleichungssystemen fragen wir: Welche Gleichungen enthalten wirklich neue Informa-
tion?

2. Bei Vektoren fragen wir: Welche Vektoren liefern wirklich neue Richtungen?

Der abstrakte Vektorraumbegriff erlaubt uns, beide Fragen mit derselben Sprache zu behandeln.

Denn sowohl Koeffizienten von Gleichungen als auch geometrische Richtungen kénnen als
Vektoren in geeigneten Vektorraumen betrachtet werden.

Der Begriff, den wir suchen, ist der Begriff der linearen Unabhdngigkeit.

Wir haben oben bereits das folgende Konzept benutzt, nun formalisieren wir es:
Definition 3.2.11 (Linearkombination). Sei V ein k-Vektorraum und seien
Vi, .o, Yy E V.
Ein Vektor v € V' heif}t eine Linearkombination von vy, ...,v,, wenn es Skalare
Ay Ay €k

gibt mit
v=A4v+ o+ .

Definition 3.2.12 (Lineare Abhéngigkeit und lineare Unabhangigkeit). Sei V ein k-Vektorraum
und seien
Viyeos Yy € V.

Das System vy, ..., v, hei3t linear abhdngig, wenn es
Moo Ay €k,
gibt, die nicht alle gleich 0 sind, sodass
A+ +A4v, =0

gilt. In Kurzform sagt man: Das System vy, ..., v, heif3t linear abhdngig, wenn der Nullvektor eine
nichttriviale Darstellung als Linearkombination von vy, ..., v, besitzt.
Das System v, ..., v, heif3t linear unabhdngig, wenn es nicht linear abhangig ist.
Das heifSt: Gilt
Avi+ o+ 4w, =0,

dann folgt bereits

Diese Definition ist kurz und unscheinbar. Dennoch gehort sie zu den wichtigsten Definitionen in
der Linearen Algebra!
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Leitbeispiel 3.2.13 (Der Signalraum: ein tiberfliissiger Sender). Was bedeutet lineare Abhéngig-
keit im Signalraum Leitbeispiel 3.1.5? Wir denken an mehrere Sender und fragen: Ist einer davon
uberfliissig?

Zwei Sender strahlen die reinen Wellen s; und s, zweier verschiedener Frequenzen aus. Ein
dritter Sender strahlt den ,,Akkord” aus beiden aus:

a=se + S, also Se, + 5, —a=0.

Das ist eine nichttriviale Darstellung der Stille, denn die Koeffizienten (1, 1, —1) sind nicht alle
null. Das System Se;s Sey0 @ ist also linear abhdngig. Anschaulich: Alles, was der dritte Sender in die
Luft bringt, konnen die ersten beiden zusammen schon — er ist iberfliissig.

Reine Sinuswellen verschiedener Frequenzen sind dagegen linear unabhdngig: Aus

Arse, + o+ Ayse, =0 (¢1, ..., ¢, paarweise verschieden)

folgt bereits Ay = -+ = A4, = 0. Keine reine Welle lasst sich also aus anderen Frequenzen
zusammensetzen. Anschaulich ist das plausibel, denn die Summanden schwingen alle verschieden
schnell; ein Beweis braucht allerdings Werkzeuge der Analysis, und wir nehmen die Aussage
hier als Tatsache. Auf ihr ruht das ganze Leitbeispiel: Sie garantiert, dass in einer Uberlagerung
eindeutig feststeht, mit welcher Stirke jede Frequenz vertreten ist. (Bei Zahlentupeln konnten wir
fir solche Fragen einfach Komponenten vergleichen. Eine Funktion hat keine Komponenten —
noch nicht. Genau das werden Basen dndern.)

Beispiel 3.2.14. Die Vektoren
(1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)

sind linear abhéngig.
Denn es gilt
(1,0,0) +(0,1,0) — (1,1,0) = (0,0, 0).

Also haben wir eine Darstellung des Nullvektors gefunden, bei der nicht alle Koeffizienten
gleich 0 sind:
1(1,0,0) + 1(0,1,0) + (=1)(1,1,0) = 0.

Bemerkung 3.2.15 (Lineare Unabhingigkeit ist eine Eigenschaft eines Systems). Lineare Unab-
hangigkeit ist eine Eigenschaft eines ganzen Systems von Vektoren. Das ist wichtig.
Wenn man sagt, ein Vektor v sei linear unabhéngig, meint man eigentlich: Das einelementige
System
v

ist linear unabhangig. Dies ist genau dann der Fall, wenn
v+#0

gilt.

Noch wichtiger ist aber: Lineare Unabhangigkeit ist auch keine paarweise Eigenschaft. Es kann
passieren, dass je zwei Vektoren eines Systems linear unabhangig sind, aber das ganze System
trotzdem linear abhéingig ist. Man darf lineare Unabhangigkeit also nicht dadurch priifen, dass
man nur alle Paare anschaut.
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Beispiel 3.2.16 (Paarweise unabhangig, aber zusammen abhangig). Sei k ein Korper. Wir be-
trachten in k> die sieben Vektoren

(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),

(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1), (1,1,1).

Das sind genau die Vektoren in k3, deren Eintrage nur 0 oder 1 sind, auler dem Nullvektor. Je
zwei verschiedene Vektoren aus diesem System sind linear unabhéngig.
Wir begriinden das. Seien vund w zwei verschiedene Vektoren aus dieser Liste. Wir nehmen
an, dass
A+pw=0

gilt. Da v und w verschieden sind, gibt es eine Koordinate, in der einer der beiden Vektoren den
Eintrag 1 und der andere den Eintrag 0 hat.

Angenommen, an dieser Stelle hat vden Eintrag 1 und wden Eintrag 0. Dann liefert der Vergleich
dieser Koordinate

A=0.

Da w # 0 gilt, besitzt wirgendwo einen Eintrag 1.
Vergleichen wir diese Koordinate in der Gleichung

Av 4+ puw =0,

und benutzen A = 0, so folgt
p=0.

Im anderen Fall, also wenn v an der unterscheidenden Stelle den Eintrag 0 und w den Eintrag 1
hat, argumentiert man genauso und erhalt zuerst y = 0 und dann A = 0.

Also sind je zwei verschiedene Vektoren aus unserer Liste linear unabhéngig. Das ganze System
aus sieben Vektoren ist aber linear abhéngig. Denn es gilt zum Beispiel

(1,0,0) + (0,1,0) — (1,1,0) = (0,0, 0).

Das ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors. Also ist das System

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)

linear abhingig, obwohl je zwei verschiedene Vektoren daraus linear unabhéngig sind.

Bemerkung 3.2.17 (Warum diese Warnung wichtig ist). Lineare Unabhangigkeit fragt nicht:
,3ind je zwei Vektoren unabhangig?“

Lineare Unabhingigkeit fragt:
,Gibt es irgendeine nichttriviale Linearkombination des ganzen Systems, die 0 ergibt?“

Eine Abhingigkeit kann also erst sichtbar werden, wenn mehrere Vektoren zusammenwirken.
Im Beispiel oben ist keiner der drei Vektoren

(1,0,0), (0,1,0), (1,1,0)

ein Vielfaches eines anderen.
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Trotzdem gilt
(1,1,0) = (1,0,0) + (0, 1,0).
Der dritte Vektor bringt also keine neue Richtung hinzu.
Beim Arbeiten mit linearer Unabhéngigkeit muss man deshalb immer genau sagen, welches
System gerade betrachtet wird.
Wenn man einen Vektor hinzufiigt oder weglésst, spricht man tiber ein anderes System. Dadurch
kann sich die Eigenschaft dndern.

Lemma 3.2.18 (Lineare Abhéngigkeit und Mehrdeutigkeit von Darstellungen). Sei V ein k-
Vektorraum und seien
Vi, ...,y EV.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.
1. Das System vy, ..., v, ist linear abhdngig.

2. Es gibt einen Vektorv € V, der zwei verschiedene Darstellungen als Linearkombination von
Vi, ... s Vy besitzt.

Beweis.  Wir zeigen zuerst: Lineare Abhangigkeit impliziert Mehrdeutigkeit von Darstellungen.
Angenommen, vy, ..., V, ist linear abhéngig.
Dann gibt es Skalare

die nicht alle gleich 0 sind, sodass

gilt.
Andererseits gilt natiirlich auch

Ovy + -+ 0v, = 0.

Da nicht alle 4; gleich 0 sind, sind diese beiden Darstellungen des Nullvektors verschieden.
Also besitzt mindestens ein Vektor, namlich der Nullvektor, zwei verschiedene Darstellungen.
Nun zeigen wir die Umkehrung.
Angenommen, es gibt einen Vektor v € V mit zwei verschiedenen Darstellungen als Linear-
kombination von vy, ..., v,.
Dann gibt es Skalare
Ay eees Ay s oves fly €K
mit
v=M4v 4+ Ay
und
V=@Vt T gV,

wobei mindestens ein Koeflizient verschieden ist.
Durch Subtraktion erhalten wir

0= v=v=Cly = vy + - + Oy = i)y
Da die beiden Darstellungen verschieden sind, gibt es ein i mit
A= #0.
Also ist dies eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors.

Damit ist vy, ..., v, linear abhangig. O
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3.2.2 Lineare Hiille

Definition 3.2.19 (Erzeugnis, Spann, lineare Hiille). Sei V ein k-Vektorraum und seien
Vi, .o, Yy E V.

Das Erzeugnis, der Spann oder die lineare Hiille von vy, ..., v, ist die Menge aller Linearkombi-
nationen dieser Vektoren.
Wir schreiben

Span(vy, ..., v,) 1= Span({vy, ..., v,}) 1= {Avy + -+ v, | Ag, e Ay € K}

Wenn
Span(vy,...,v,) =V

gilt, dann sagen wir: Die Vektoren vy, ..., v, erzeugen den Vektorraum V.
In diesem Fall heif3t vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V.

Beispiel 3.2.20. Im Beispiel mit
gilt

Also ist

Im Beispiel mit

haben wir dagegen gezeigt:

Span((é) , (i)) =R

Leitbeispiel 3.2.21 (Der Signalraum: welche Signale kann man senden?). Der Spann einer Menge
von Sendern hat im Signalraum Leitbeispiel 3.1.5 eine unmittelbare Bedeutung: Es ist die Menge
aller Signale, die sie gemeinsam erzeugen konnen, also aller Uberlagerungen A;v; + -+ + A,

Zwei Sender mit den Frequenzen c; und c, erreichen jede Mischung ihrer beiden Téne, aber
niemals eine dritte Frequenz cs:

Sey & Span(sc,, Sc,),

denn sonst wéren s , s, S, linear abhingig — im Widerspruch zur Unabhéngigkeit reiner Wellen
verschiedener Frequenzen, die wir in Leitbeispiel 3.2.13 als Tatsache festgehalten haben. Insbeson-
dere ist Span(s,,,s;,) G S; zwei Sender sind kein Erzeugendensystem des Signalraums. Tatsachlich
reichen endlich viele Sender niemals fir ganz S: Endlich viele Sender bringen zusammen nur
endlich viele Frequenzen ins Spiel, und schon die reine Welle einer einzigen weiteren Frequenz
liegt auerhalb ihres Spanns.

Der tiberfliissige Akkord-Sender von vorhin fiigt dem Spann dagegen nichts hinzu:

Span(scl > Seys a) = Sp‘an(sc1 > sc2)5
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denna = s. + s, war ja schon erzeugbar. Das ist der allgemeine Mechanismus des nachfolgenden
Lemma 3.2.22: Einen linear abhangigen Vektor darf man weglassen, ohne den Spann zu verkleinern.

Was kann eine Messstation, die nur auf endlich viele Frequenzen lauscht, dann tiberhaupt vom
Funkverkehr mitbekommen? Das klirt der nachste Abschnitt (Leitbeispiel 3.3.6).

Lemma 3.2.22 (Lineare Abhingigkeit und Weglassen eines Vektors). SeiV ein k-Vektorraum und
seien
Vi..os V EV

mitn > 1.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent.

1. Das System vy, ..., v, ist linear abhdngig.

2. Es gibteini € {1,...,n}, sodass

Span(vy, ..., V) = Span(vy, ..., Vi1, Vig1s - » Vio)-

Beweis.  Wir zeigen zuerst: Lineare Abhangigkeit erlaubt das Weglassen eines Vektors.
Angenommen, vy, ..., v, ist linear abhéngig.
Dann gibt es Skalare
As.s Ay E K,

die nicht alle gleich 0 sind, sodass
Avi+-+ 4w, =0

gilt.
Da nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind, gibt es ein i mit

A = 0.

Wir l6sen die Gleichung nach v; auf.
Aus
)lel + -+ )Livl- + -+ )ann =0

folgt
n
Aivi = - Z A]V]
j=1
J#Ei
Da A; # 0 ist und k ein Korper ist, diirfen wir durch 4; teilen.
Also erhalten wir

i ( Aj)

v = —— | v

l j=1 )Li g
J#i

Der Vektor v; ist also eine Linearkombination der iibrigen Vektoren.
Daraus folgt: Jede Linearkombination von vy, ..., v, lasst sich auch ohne v; schreiben.
Also gilt

Span(vy, ..., V) C Span(vy, ..., Vi_ 1, Vig1s - » Vio)-

Die andere Inklusion ist klar, denn jede Linearkombination der iibrigen Vektoren ist insbeson-
dere eine Linearkombination aller Vektoren.

141



Also gilt Gleichheit der beiden Erzeugnisse.
Nun zeigen wir die Umkehrung.
Angenommen, es gibt eini € {1,...,n} mit

Span(vy, ..., V) = Span(vy, ..., Vi1, Vig 15 -+ » Vi)-

Da v; natiirlich in
Span(vy, ..., V,)

liegt, liegt v; wegen der Gleichheit auch im Spann der iibrigen Vektoren.
Also gibt es Skalare y; € k fiir j # i mit

n
W= D M
j=1
J#i
Dann gilt

n
Y= ), Y =0.
j=1
J#I
Das ist eine nichttriviale Darstellung des Nullvektors als Linearkombination von v, ..., v,, denn

der Koeffizient von v; ist 1.
Also ist vy, ..., v, linear abhéngig. O

Bemerkung 3.2.23 (Was die Begriffe leisten). Lineare Unabhangigkeit sagt: Keiner der gegebenen
Vektoren ist aus den anderen linear zusammengesetzt.

Erzeugen sagt: Mit den gegebenen Vektoren erreicht man durch Linearkombinationen den
ganzen gewiinschten Raum.

Diese beiden Eigenschaften beantworten unterschiedliche Fragen. Lineare Unabhangigkeit
fragt nach Redundanz. Erzeugen fragt nach Reichweite.

Spéter werden wir beide Eigenschaften zusammenfiihren: Eine Basis ist ein linear unabhingiges
Erzeugendensystem.

3.2.3 Untervektorriume

Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum.

Definition 3.2.24 (Untervektorraum (Idee)). Sei U C V eine Teilmenge. Wir nennen U einen Un-
tervektorraum, genau dann wenn U mit den auf U eingeschrankten Operationen ein k-Vektorraum
ist.

Bemerkung 3.2.25 (Was bei Untervektorrdumen wirklich gepriift werden muss). Sei V ein k-
Vektorraum. Wenn wir eine Teilmenge U C V betrachten, dann wollen wir wissen, ob U selbst
wieder ein k-Vektorraum ist. Dabei benutzen wir auf U keine neuen Rechenoperationen. Wir
benutzen die Addition und die Skalarmultiplikation aus Vund schrianken sie auf U ein.
Bei der Definition eines Vektorraums war die Abgeschlossenheit noch in der Funktionssignatur
versteckt. Wir hatten dort
+:VxV >V

und
crkxV V.
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Das bedeutet bereits: Wenn v, w € V sind, dann liegt v + w wieder in V. Wenn A € kundv € V
sind, dann liegt Av wieder in V. Die Abgeschlossenheit war also keine zusatzliche Zeile unter den
Axiomen. Sie war schon dadurch eingebaut, dass Addition und Skalarmultiplikation tiberhaupt
als Abbildungen mit Zielmenge V definiert waren.

Fiir eine Teilmenge U C Vist das anders. Aus u, w € U folgt zwar automatisch u + w € V. Es
folgt aber nicht automatisch u + w € U. Ebenso folgt aus A € k und u € U zwar automatisch
Au € V. Es folgt aber nicht automatisch Au € U.

Die Hauptfrage ist also: Bleiben wir beim Rechnen in U? Genau diese Frage nennt man Abge-
schlossenheit.

Proposition 3.2.26 (Untervektorraumkriterium). Sei V ein k-Vektorraum und seiU C V eine
Teilmenge. Angenommen:

1L 0elU
2. Firalleu,weUgiltu+weU.
3. Firalle A € kund alleu € U gilt A\u € U.

Dann ist U mit der eingeschrdnkten Addition
+:UxU->U, (uw)—u+w,
und der eingeschrdnkten Skalarmultiplikation
1 kxU->U, (4u) e Au,

ein k-Vektorraum.

Beweis.  Die Bedingungen (2) und (3) sagen genau, dass die eingeschrankte Addition und die
eingeschrankte Skalarmultiplikation tatsachlich Abbildungen mit Zielmenge U sind. Damit sind
die Rechenoperationen auf U wohldefiniert.

Nun miissen wir die Vektorraumaxiome auf U priifen. Die meisten Axiome werden aber direkt
aus V geerbt.

Seien zum Beispiel u,w,z € U. Dann gilt in V

u+w+z)=u+w)+z

Da beide Seiten Elemente von U sind, gilt dieselbe Gleichung auch in U. Also ist die Addition auf
U assoziativ.
Genauso wird die Kommutativitat der Addition geerbt. Fir u,w € Ugiltin V

u+w=w-+u.

Also gilt diese Gleichung auch in U.
Nach Voraussetzung gilt 0 € U. Da 0 in V das neutrale Element der Addition ist, gilt fiir alle
uelU
O+u=u und u+0=u

Also ist 0 auch in U ein neutrales Element.
Es bleibt fiir die additive Gruppenstruktur noch die Existenz additiver Inverser. Sei u € U. Dann
gilt wegen der Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation

(-ueU.
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In V gilt
(-Du = —u.

Also enthélt Umit jedem Element u auch sein additives Inverses —u.
Damit ist (U, +, 0) eine abelsche Gruppe.
Die tibrigen Vektorraumaxiome werden ebenfalls aus V geerbt. Fir A, p € kund u, w € U gelten
in V die Gleichungen
(Apu = A(pu),
AMu+w) = Au+ Aw,
A+ pu = Au + pu,

und
lu = u.

Da alle auftretenden Vektoren wegen der Abgeschlossenheit wieder in U liegen, gelten diese
Gleichungen auch als Gleichungen in U.
Also ist U ein k-Vektorraum. O

Wir definieren nun den Begriff des Untervektorraumes erneut. Eigentlich ist es strengstens
verboten den selben Begriff mehrfach zu definieren, aber wir haben bereits bewiesen, dass die
beiden Definitionen dquivalent sind. Wir stellen beide Definitionen vor, da die eine die Idee gut
vermittelt, die andere aber deutlich leichter zum arbeiten ist.

Definition 3.2.27 (Untervektorraum (Kriterium)). Sei V ein k-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V
heif3t Untervektorraum von V, wenn gilt:

1. 0eU
2. Furalleu,we Ugiltu+we U

3. Fir alle A € kund alle u € Ugilt Au € U.

Bemerkung 3.2.28 (Warum so wenige Bedingungen geniigen). Die Definition sieht viel kiirzer
aus als die Definition eines Vektorraums. Das liegt daran, dass wir nicht bei null anfangen. Wir
sitzen bereits in einem Vektorraum V. Alle Rechenregeln gelten dort schon.

Fiir eine Teilmenge U C V miissen wir deshalb nicht noch einmal beweisen, dass die Addi-
tion assoziativ oder kommutativ ist. Wir miissen auch nicht noch einmal beweisen, dass die
Distributivgesetze gelten. Diese Gleichungen gelten bereits in Vund werden auf U vererbt.

Was nicht automatisch vererbt wird, ist die Tatsache, dass die Ergebnisse unserer Rechnungen
wieder in U liegen. Deshalb steht bei Untervektorrdumen die Abgeschlossenheit im Mittelpunkt.

Wir kénnen das Kriterium sogar durch einige Tricks noch weiter vereinfachen:

Lemma 3.2.29 (Ein einfaches Untervektorraumkriterium). SeiV ein k-Vektorraum und seiU C 'V
eine Teilmenge. Dann sind dquivalent:

1. U ist ein Untervektorraum von V.

2. U # @ und fiir allev,w € U und aller € k gilt

rv+weU.
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Beweis.  Angenommen, U ist ein Untervektorraum von V. Dann gilt insbesondere 0 € U. Also ist
U+0.
Seien nun v, w € Uund r € k. Da U unter Skalarmultiplikation abgeschlossen ist, gilt

rvel.
Da U unter Addition abgeschlossen ist, folgt
rv+weU.

Also gilt die Bedingung aus (2).
Umgekehrt nehmen wir an, dass U # @ ist und dass fiir alle v, w € Uund alle r € k gilt:

rv+weU.

DaU # @ ist, gibt es ein Element u € U. Wenden wir die Bedingung mitv =u, w =uundr = -1
an, dann erhalten wir

(-Du+uel.
In V gilt aber

(-Du+u=0.
Also gilt

0eU.

Nun zeigen wir die Abgeschlossenheit unter Skalarmultiplikation. Seien r € k und v € U. Da
0 € Uist, dirfen wir die Bedingung mit w = 0 anwenden. Dann erhalten wir

rv+0eU.

Also gilt
rvel.

Jetzt zeigen wir die Abgeschlossenheit unter Addition. Seien v, w € U. Wenden wir die Bedin-
gung mit r = 1 an, dann erhalten wir

w+weUl.
Da 1v = vgilt, folgt
v+weU.
Wir haben also gezeigt:
0eU,

Uist unter Addition abgeschlossen und U ist unter Skalarmultiplikation abgeschlossen. Nach dem
Untervektorraumkriterium ist U ein Untervektorraum von V. O

Bemerkung 3.2.30 (Warum die Nichtleere wichtig ist). In dem einfachen Kriterium darf man
die Bedingung U # @ nicht einfach weglassen. Fir U = @ ist die Aussage

fur alle v, we Uund aller € kgiltrv + w e U

néamlich leer wahr: Es gibt in der leeren Menge keine Gegenbeispiele.

Aber @ ist kein Untervektorraum, denn ein Untervektorraum muss den Nullvektor enthalten.
Deshalb braucht das Kriterium entweder die Voraussetzung U # @ oder direkt die Voraussetzung
0eU.

Lemma 3.2.31. Fiir jedes System vy, ..., v, ist Span(vy, ..., v,) ein Untervektorraum. Es ist der kleinste
Untervektorraum der vy, ..., v, enthdlt.

Beweis.  Das ist Hausaufgabe. O
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3.2.4 Erzeugendensystem

Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum.

Definition 3.2.32 (Erzeugendensystem). Ein System vy, ..., v, € Vheiflt Erzeugendensystem von V
falls Span(vy, ..., v,) = V. Allgemeiner sei U < V ein Untervektorraum. Wir nennen vy, ..., v, € U
ein Erzeugendensystem von U falls Span(vy, ..., w,) = U.

Definition 3.2.33 (endlich Erzeugt). Wir nennen V endlich erzeugt wenn es ein endliches System
Vi, ..., V, gibt sodass V' = Span(vy, ..., V).

Wir interessieren uns in dieser Vorlesung vor allem fiir endlich erzeugte Vektorraume. Dennoch
gibt es wichtige Beispiele von Vektorraumen die nicht endlich erzeugt werden. Das erste solche
Beispiel kennen wir schon: In Leitbeispiel 3.2.21 haben wir gesehen, dass endlich viele Sender
niemals den ganzen Signalraum S erzeugen — S ist also nicht endlich erzeugt. Diese werden ihnen
im Laufe ihres Studiums mit einiger Wahrscheinlichkeit auch niher begegnen.

Bemerkung 3.2.34 (Nicht Endlich Erzeugt). Endlich erzeugt heif3t: Es gibt endlich viele Vektoren
Vi, s Vg EV,

sodass
Span(vy, ..., v,) =V
gilt.
Nicht endlich erzeugt heifit dann: Kein endliches System von Vektoren reicht aus, um den
ganzen Raum zu erzeugen.

Beispiel 3.2.35 (Polynome). Sei k ein Korper. Der Polynomring
klx]

ist ein k-Vektorraum. Die Vektoraddition ist die gewohnliche Addition von Polynomen. Die
Skalarmultiplikation ist die Multiplikation eines Polynoms mit einem Skalar aus k.

Dieser Vektorraum ist nicht endlich erzeugt.

Wir begriinden das. Angenommen,

P1>--» Pn € klx]

erzeugen k[x].
Dann haben alle diese Polynome einen endlichen Grad. Wir setzen

N := max{deg(p;),..., deg(p,)}.

Jede Linearkombination
/11P1 +oeet Anpn

hat dann Grad héchstens N. Durch Linearkombinationen von py, ..., p, konnen also keine Polyno-
me von Grad grofier als N entstehen.
Aber das Polynom

xN+1

liegt natiirlich in k[x]. Es kann also nicht im Spann von py, ..., p, liegen.

Das ist ein Widerspruch. Also ist k[x] nicht endlich erzeugt.

Mathematisch ist k[x] eines der wichtigsten Beispiele fiir einen unendlich-dimensionalen
Vektorraum. In der Physik treten Polynome zum Beispiel bei Taylor-Approximationen, Potentialen
und Niherungsverfahren auf.
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Beispiel 3.2.36 (Endlich getragene Folgen). Sei k ein Korper. Wir betrachten den Vektorraum
KD ;= {(ay,ay,4as3,...) | ¢ € kund nur endlich viele g; sind ungleich 0}.

Die Elemente dieses Vektorraums sind also unendliche Folgen, bei denen aber nur endlich viele
Eintrage von 0 verschieden sind.

Dieser Vektorraum ist nicht endlich erzeugt.

Wir begriinden das direkt. Angenommen,

Vs ey Yy € k™)

erzeugen KN
Da jeder Vektor v; nur endlich viele von 0 verschiedene Eintrédge besitzt, gibt es insgesamt nur
endlich viele Stellen, an denen irgendeiner der Vektoren

Vis-ees Vy

einen von 0 verschiedenen Eintrag hat.
Also gibt es ein m € N, sodass alle Vektoren

Viseees Vpy

ab der Stelle m nur noch Nullen besitzen.
Dann hat aber auch jede Linearkombination von vy, ..., v, ab der Stelle m nur noch Nullen.
Der Vektor
en = (0,...,0,1,0,0,...)

mit einer 1 an der m-ten Stelle liegt aber in KN,

Er kann nicht aus vy, ..., v, erzeugt werden.

Das ist ein Widerspruch. Also ist k™ nicht endlich erzeugt.

Anschaulich: Jeder endliche Satz von Erzeugern benutzt nur endlich viele Koordinaten. Der
Raum selbst hat aber unendlich viele mogliche Koordinatenrichtungen.

Beispiel 3.2.37 (Alle Folgen). Sei k ein Korper. Wir betrachten den Vektorraum
KN = {(ay, a5, a3,...) | q; € k}.

Dies ist der Vektorraum aller Folgen mit Eintrégen in k.

Auch dieser Vektorraum ist nicht endlich erzeugt. Die Idee ist: Er enthélt einen nicht endlich
erzeugten anderen Vektorraum (den der endlich getragenen Folgen).

In Anwendungen kann man Folgen als diskrete Signale oder als Zustande auf einem eindimen-
sionalen Gitter interpretieren. In der Physik denkt man dabei zum Beispiel an unendlich viele
gekoppelte Freiheitsgrade.

Beispiel 3.2.38 (Funktionen auf einer unendlichen Menge). Sei X eine unendliche Menge und
sei k ein Korper. Wir betrachten den Vektorraum

F(X,k) :={f : X >k}

aller Funktionen von X nach k.
Dieser Vektorraum ist nicht endlich erzeugt.
Die Idee ist: Zu jedem Punkt x € X gibt es die Indikatorfunktion

Xt X =k
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1, y=x,
Xx()/) =
0, y+x.
Waihlen wir verschiedene Punkte
X1s-ees Xy € X,

dann sind die Funktionen
Xoys =0 X,

linear unabhéngig.
Denn aus
Al)(xl +t Am)(xm =0

folgt durch Einsetzen von x;:
/11' = 0.

Da X unendlich ist, konnen wir solche linear unabhéngigen Systeme beliebiger Lange finden.

Wir werden spéter sehen, dass deshalb % (X, k) nicht endlich erzeugt sein kann.

Dieses Beispiel ist sehr grundlegend. Physikalisch kann man sich eine Funktion als Feld vor-
stellen, das jedem Punkt eines Raumes einen Wert zuordnet. Ein Feld hat dann nicht nur endlich
viele Freiheitsgrade, sondern im Idealfall einen Freiheitsgrad an jedem Punkt.

Beispiel 3.2.39 (Stetige und glatte Funktionen). Der Vektorraum

C(R,R)

aller stetigen Funktionen

f:R—>R
ist nicht endlich erzeugt.

Ebenso ist der Vektorraum
C*(R,R)

aller glatten Funktionen

f:R—>R

nicht endlich erzeugt.

Hier ist der Grund wieder, dass sie die Polynome enthalten und diese bereits nicht endlich
erzeugt sind.

In der Physik treten solche Raume zum Beispiel als Riume moglicher Bahnkurven, Felder,
Wellenprofile oder Temperaturverteilungen auf.

Wichtig ist hier eine feine Unterscheidung: In der Analysis approximiert man Funktionen oft
durch Polynome, Fourier-Reihen oder andere endliche Naherungen. Das bedeutet aber nicht, dass
der Funktionenraum als Vektorraum endlich erzeugt ist. Eine Approximation ist etwas anderes
als eine exakte Darstellung durch eine endliche Linearkombination fester Erzeuger.

Beispiel 3.2.40 (Hilbertrdume in der Quantenmechanik). Der Raum
()

besteht aus allen komplexen Folgen
(a1,ay,as,...)
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o0
Z la;l* < oo.
i=1

Dies ist ein C-Vektorraum. Er ist nicht endlich erzeugt.
Denn fiir jedes m € N enthalt ¢2(IN) die Vektoren

€15.--5€m>

wobei ¢; an der i-ten Stelle eine 1 und sonst nur Nullen hat.

Diese Vektoren sind linear unabhéngig. Also enthalt £2(IN) linear unabhingige Systeme beliebi-
ger Lange.

Deshalb kann ¢2(IN) nicht endlich erzeugt sein.

In der Quantenmechanik werden Zustandsrdaume haufig durch Hilbertraume modelliert. End-
lichdimensionale Vektorraume beschreiben dann Systeme mit endlich vielen unabhangigen Zu-
standsrichtungen. Unendlichdimensionale Hilbertraume beschreiben Systeme mit unendlich
vielen moglichen unabhéngigen Zustandsrichtungen.

Ein typisches Beispiel ist ein Quantensystem, dessen Zustidnde durch Wellenfunktionen be-
schrieben werden.

Bemerkung 3.2.41 (Was diese Beispiele gemeinsam haben). Alle Beispiele zeigen dieselbe
Grundidee.

Ein endlich erzeugter Vektorraum besitzt nur endlich viele unabhéngige Richtungen.

Die Rdume oben besitzen dagegen immer wieder neue Richtungen:

1, x, x2,x3,

bei Polynomen und Potenzreihen,
€1,€9,€3,...

bei Folgenrdumen, und viele verschiedene unabhingige Funktionen bei Funktionenrdumen.
Deshalb sind sie nicht endlich erzeugt.
Intuitiv: Endlichdimensionale Vektorrdume beschreiben Systeme mit endlich vielen Freiheits-
graden. Unendlichdimensionale Vektorrdume beschreiben Systeme, in denen immer neue unab-
hangige Freiheitsgrade auftauchen kénnen.

3.3 Basen und Dimension
3.3.1 Was sind Basen — Existenz & Konstruktion
Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum.

Definition 3.3.1 (Basis). Ein System vy, ..., v, von Vektoren in V heif3t eine Basis von V, wenn es
linear unabhéngig ist und V erzeugt.

Bemerkung 3.3.2. Das heif3t, vy, ..., v, ist eine Basis, wenn
V = Span(vy, ..., v,)

und wenn aus
Al"l + -+ AnVn =0

bereits

folgt.
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Lemma 3.3.3 (Basen und eindeutige Darstellung). Seivi,...,v, € V ein System von Vektoren. Es
gilt

1. Das System vy,..., v, ist genau dann linear unabhdngig wenn jedes v € V hochstens eine
Darstellung als Linearkombination von vy, ..., v, hat.

2. Das System vy, ..., v, ist genau dann ein Erzeugendensystem wenn jedes v € V mindestens
eine Darstellung als Linearkombination von vy, ..., v, hat.

3. Das System vy, ...,V ist genau dann eine Basis wenn jedes v € V genau eine Darstellung als
Linearkombination von vy, ..., v, hat.

1. Beweis. Das ist Lemma 3.2.18.

Wir wiederholen den Beweis: Angenommen, das System vy, ..., v, ist linear unabhéngig. Sei
v € Vein Vektor mit zwei Darstellungen

v=Mv o Ay = v+ .
Dann folgt durch Subtraktion
0=(A — v + -+ (Ay = i) V-
Da vy, ..., v, linear unabhéngig ist, muss
Ai—p=0

fur alle i gelten. Also ist A; = g4 fur alle i. Die beiden Darstellungen waren also dieselbe
Darstellung.

Umgekehrt nehmen wir an, dass jedes v € V hochstens eine Darstellung als Linearkom-
bination von vy, ..., v, hat. Insbesondere hat dann der Nullvektor hochstens eine solche
Darstellung. Er hat aber immer die triviale Darstellung

0=0v + -+ 0v,

Also kann es keine nichttriviale Darstellung des Nullvektors geben. Das bedeutet genau,
dass vy, ..., v, linear unabhingig ist.

2. Das ist die Definition von ,Erzeugendensystem®.

3. Das folgt aus den ersten beiden Aussagen:

Eine Basis ist genau ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem. Linear unabhangig bedeu-
tet: hochstens eine Darstellung. Erzeugendensystem bedeutet: mindestens eine Darstellung.
Zusammen bedeutet das: genau eine Darstellung.

]
Beispiel 3.3.4 (Die Standardbasis). Die Vektoren
e; =(1,0,...,0), e =1(0,1,..,0), .., e,=(0,..,0,1)
bilden eine Basis von k". Denn jeder Vektor (xy, ..., ;) € k" hat die Darstellung
(15 .00 s X) = X707 + -+ + X

Auflerdem ist diese Darstellung eindeutig.
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Bemerkung 3.3.5 (Die Bedeutung des Basisbegriffs). Eine Basis erlaubt ein Koordinatensystem
ohne tberflissige Information. Das Erzeugendensystem sagt: Alle Vektoren kénnen beschrieben
werden. Die lineare Unabhangigkeit sagt: Diese Beschreibung ist eindeutig.

Leitbeispiel 3.3.6 (Die Messstation: drei Detektoren, drei Dimensionen). Eine Messstation lauscht
in den Ather. Sie besitzt drei Detektoren, fest eingestellt auf drei verschiedene Frequenzen cy, ¢y, cs.
Detektor i zeigt eine einzige Zahl an: die Stirke, mit der die reine Welle s, im ankommenden
Signal vertreten ist. Auf alle anderen Frequenzen reagiert er nicht. Wir idealisieren dabei kraftig:
Ein realer Detektor hort immer ein ganzes Frequenzfenster mit, unsere Detektoren dagegen
sehen ausschliefSlich ihre eigene, scharfe Frequenz. Das ist unphysikalisch, aber es macht sichtbar,
worauf es ankommt.

Zuerst lauert hier ein Problem: Warum ist die Anzeige iiberhaupt wohldefiniert? Koénnte ein
und dasselbe Signal auf zwei Weisen Uberlagerung sein — etwa v = 3se, + 5, und zugleich
v =ds; +2s., + s, —, dann wiisste Detektor 1 nicht, ob er 3 oder 4 anzeigen soll. Genau das kann
nicht passieren: Empfangt die Station ein Signal aus dem Spann

W= Span(scl, Sey 503),

so ist es eine Uberlagerung v = A1Se, + Aase, + A3s,. Die drei reinen Wellen sind linear unabhéngig
(Leitbeispiel 3.2.13) und erzeugen W — sie sind also eine Basis von W. Nach Lemma 3.3.3 sind
die Koeffizienten (1, A, A3) durch v eindeutig bestimmt. Genau deshalb kann Detektor i guten
Gewissens die Zahl A; anzeigen — genauer: den Vorfaktor A;, der auch negativ sein kann — und die
Anzeige der Station ist das Koordinatentripel des Signals beziiglich der Basis s, s, s, (Enthlt das
Signal noch weitere Frequenzen, ist auch dann eindeutig bestimmt, wie stark ¢; darin vertreten ist.
Streicht man aus der Uberlagerung alle Summanden mit fremden Frequenzen, bleibt der W-Anteil
des Signals tibrig — nur ihn zeigen die Detektoren an, vom Rest bemerken sie nichts.)

Was die Station von der Welt mitbekommt, sind also drei Zahlen. IThre Welt ist der dreidi-
mensionale Raum W — egal wie reichhaltig der Funkverkehr draulen tatséchlich ist. (Das Wort
Dimension definieren wir im nichsten Abschnitt prézise; hier meint es einfach: die Lange einer
Basis.) Installiert die Station einen vierten Detektor fiir eine neue Frequenz ¢y, so wichst ihre
Welt auf Span(s,,, s, Sc,» S, ) €éinen Raum der Dimension vier: Jeder Detektor fiir eine neue Fre-
quenz erhoht die Dimension der Messdaten um eins. Die Dimension ist hier also keine abstrakte
Kennzahl, sondern zahlt die unabhéngigen Fragen, die die Station an das Signal stellen kann.

Das ist Gibrigens nicht weit von unserer eigenen Lage entfernt: Das menschliche Auge misst
das einfallende Licht mit drei Zapfensorten — auch unser Farbensehen ist in diesem Sinne dreidi-
mensional.

Ausblick. Zwei Dinge haben wir unterschlagen. Reale Wellen sind gegeneinander phasenver-
schoben: Statt sin(cx) kommt sin(cx + b) an. Ein Additionstheorem aus der Schule zerlegt diese
Welle in eine Uberlagerung — mit Skalaren als Vorfaktoren, ganz in der Sprache dieses Kapitels:

sin(cx + b) = cos(b) sin(cx) + sin(b) cos(cx).

Pro Frequenz braucht man dann zwei Zahlen statt einer. (Der passende Signalraum enthélt dann
neben den Sinus- auch die Kosinuswellen — ein gréferer Vektorraum nach demselben Bauplan,
denn cos(cx) liegt nicht in unserem S.) Und reale Detektoren haben eine Bandbreite: Sie messen
nicht den Koeffizienten einer scharfen Frequenz, sondern einen gewichteten Mittelwert iiber ein
Frequenzfenster — beschrieben durch ein Integral. Beides dndert nichts am Grundbild: Endlich
viele Detektoren, endlichdimensionale Messdaten.

Lemma 3.3.7 (Streichen iiberfliissiger Vektoren). Seivy,...,v, ein System von Vektoren in V. Sei
iy €{1,...,n}. Angenommen, v, ist eine Linearkombination der iibrigen Vektoren

{vl,...,vn}\{vio}.
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Dann gilt
Span(vy, ..., v,) = Span({vy, ..., v} \ {vio}).

Beweis.  Die Inklusion

Span({vlﬁ (XX} Vn} \ {Vlo }) - Span(vl, veey Vn)

ist klar, denn rechts stehen mehr Vektoren zur Verfiigung.

Fur die andere Inklusion reicht es zu zeigen, dass jeder der Vektoren vy, ...,v, im rechten
Erzeugnis liegt. Der Grund dafiir, dass das reicht, ist dass falls wir w = Y.;; a;v; haben und
Vi = Xiz;biv; haben, dass wir dann das v; in der ersten Summe durch die Linearkombination
ersetzen kénnen und damit v; in der ersten Summe auch nicht brauchen:

n
w= Z a;Vi = (Z al-vi) + apv;
i=1

i#j
= (Z aivi) + a;- (Z bm)
i#j i#j
= Z (avi + ajbivi)

i#j
= (g +ap)-w)
i#j
Oder als Slogan: ,Linearkombinationen von Linearkombinationen sind Linearkombinationen®.
Fiir alle Vektoren aufler v;, ist das klar. Der Vektor v;, liegt nach Voraussetzung im Erzeugnis
der iibrigen Vektoren. Also liegt jede Linearkombination von vy, ..., v, schon im Erzeugnis der
ubrigen Vektoren. Damit folgt die Gleichheit. O

Lemma 3.3.8 (Lineare Abhingigkeit erkennt iiberfliissige Vektoren). Sei vy, ..., v, ein linear
abhdngiges System. Dann gibt es einiy € {1,...,n}, sodass v eine Linearkombination der iibrigen
Vektoren ist.

Beweis.  Da das System linear abhéngig ist, gibt es Skalare A4, ..., A, € k, die nicht alle Null sind,
mit
)lel + e+ AnVn =0.

Wihle ein iy mit 4; # 0. Dann kdnnen wir nach v; auflésen:

n
v=-Y o
o — 5 v
0 L /11‘
i=1 "o
i#i

Also ist v, eine Linearkombination der iibrigen Vektoren. O

Theorem 3.3.9 (Auswahlsatz). SeiV ein k-Vektorraum. Sei vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V.
Dann kann man aus diesem System geeignete Vektoren streichen, sodass die verbleibenden Vektoren
eine Basis von V bilden.
Genauer: Es gibt Indizes
1<i; < <i <n
sodass

Vips oees Vi

r

eine Basis von V ist.
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Beweis. ~ Wir beginnen mit dem Erzeugendensystem vy, ..., v,.

Ist dieses System linear unabhéngig, dann ist es bereits eine Basis, und wir sind fertig.

Ist es linear abhingig, dann ist nach Lemma 3.3.8 einer der Vektoren eine Linearkombination
der iibrigen Vektoren. Nach Lemma 3.3.7 kénnen wir diesen Vektor streichen, ohne das Erzeugnis
zu verandern.

Wir wiederholen dieses Verfahren. Bei jedem Schritt wird das System um einen Vektor kiirzer,
erzeugt aber weiterhin denselben Vektorraum V. Da wir mit nur endlich vielen Vektoren begonnen
haben, muss dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten enden.

Am Ende erhalten wir ein Erzeugendensystem von V, aus dem kein weiterer Vektor mehr
wegen linearer Abhéngigkeit gestrichen werden kann. Also ist dieses verbleibende System linear
unabhingig. Damit ist es ein linear unabhingiges Erzeugendensystem, also eine Basis von V. [

Korollar 3.3.10 (Existenzsatz fir Basen). Jeder endlich erzeugte k-Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis.  Sei Vendlich erzeugt. Dann besitzt V ein endliches Erzeugendensystem. Nach dem
Auswahlsatz kann man daraus eine Basis auswihlen. O]

Theorem 3.3.11 (Basisergidnzungssatz). SeiV ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Sei vy, ..., v, ein
linear unabhdingiges System in V. Dann kann man dieses System zu einer Basis von V ergdnzen.
Das heif3t: Es gibt Vektoren wy, ..., ws € V, sodass

Vi oes Vs Wi eee s Wy
eine Basis von V ist.

Beweis.  Da Vendlich erzeugt ist, gibt es ein endliches Erzeugendensystem
Ul oo s Uy

von V.
Dann ist auch das langere System

Viseeos Vs Uy ooe s Uy

ein Erzeugendensystem von V.

Nun streichen wir aus diesem System so lange tiberfliissige Vektoren, bis eine Basis iibrig bleibt.
Dabei streichen wir nie einen der Vektoren vy, ..., V.

Warum ist das moglich? Solange das gesamte System linear abhangig ist, gibt es eine nichttriviale
lineare Relation. Da v, ..., v, selbst linear unabhéngig ist, kann diese Relation nicht nur die
Vektoren vy, ..., v, betreffen. Also kommt in einer solchen Relation mindestens einer der spéter
hinzugefiigten Vektoren mit Koeffizient ungleich Null vor. Diesen Vektor konnen wir nach den
anderen auflésen und streichen.

Nach endlich vielen Schritten erhalten wir eine Basis von V, die alle urspriinglichen Vektoren
Vi, ...,V noch enthalt. O

3.3.2 Die Linge von Basen — Dimension

Lemma 3.3.12 (Austauschlemma). Sei vy, ...,"v, eine Basis des k-Vektorraums V. Sei w € V mit
w # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Skalare A1, ..., A, € k mit

w=Av + -+ L.

Daw # 0 ist, ist mindestens einer dieser Skalare ungleich 0.
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Sei nuniy € {1,...,n} mit 4; # 0. Dann ist auch
Viseens Vl'o_l, w, Vi0+15 sV
eine Basis von V.

Beweis.  Da vy, ..., v, eine Basis ist, hat jeder Vektor in V genau eine Darstellung als Linearkom-
bination von vy, ..., v,. Also gibt es eindeutig bestimmte Skalare A, ..., A, € k mit

w=Av + -+ L.

Wiren alle A; = 0, dann wire w = 0. Das widerspricht der Voraussetzung w # 0.
Wir zeigen nun, dass nach dem Austausch wieder eine Basis vorliegt.
Zuerst zeigen wir, dass das neue System V erzeugt. Aus

w= v+ +

und 4; # 0 folgt

Also liegt der entfernte Vektor v; im Erzeugnis des neuen Systems. Alle anderen Basisvektoren
liegen ohnehin im neuen System. Daher erzeugt das neue System ganz V.
Es bleibt die lineare Unabhangigkeit. Angenommen, es gilt

n

Hw + Z viv; = 0.
i=1
i,

Setzen wir die Darstellung von w ein, so erhalten wir

n
HAiy Y, + Z(Vi + pA)v; = 0.
—
i,
Da vy, ..., v, linear unabhéngig ist, miissen alle Koeflizienten verschwinden. Insbesondere gilt

uA; = 0.

iy
Da 4;, # 0 ist, folgt p = 0. Dann folgt auch v; = 0 fiir alle i # iy. Also ist das neue System linear
unabhangig.

Damit ist das neue System ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem, also eine Basis. [

Theorem 3.3.13 (Steinitzscher Austauschsatz). Seiay,...,a,, ein linear unabhdngiges System im
k-Vektorraum V. Sei by, ..., b, eine Basis von V. Dann gilt m < n.

Genauer: Man kann die Basis by, ..., b, so austauschen, dass man eine Basis der Ldnge n erhdlt, die
alle Vektoren ay, ..., a,, enthilt.

Beweis.  Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber m.
Fir m = 0 ist nichts zu zeigen.
Sei also m > 1. Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir die Vektoren



in eine Basis der Lange n einbauen. Wir erhalten also eine Basis der Form

A1y s Apn—15Cm5 -+ 5 Cpps
wobei die Vektoren ¢, ..., ¢, aus der urspriinglichen Basis
bi,....by,

stammen.
Wir schreiben nun a,, beztiglich dieser Basis:

ap =Mag + -+ An1Gm_1 + i + - + MnCn-

Es muss mindestens ein Koeffizient y; ungleich 0 sein. Andernfalls lage a,, im Erzeugnis von
ay, ..., ap_1- Dann wire das System ay, ..., g, linear abhingig, im Widerspruch zur Voraussetzung.
Insbesondere gibt es tiberhaupt einen Index j € {m, ..., n}. Also giltm < n.
Da pj # 0 ist, durfen wir nach dem Austauschlemma den Basisvektor ¢j durch a,, ersetzen.
Dadurch erhalten wir eine Basis der Lange n, die nun

ay, ...,y
enthailt. O

Korollar 3.3.14 (Lineare Unabhangigkeit ist durch Erzeugendensysteme beschrankt). SeiV ein
k-Vektorraum. Seiay, ..., a, ein linear unabhdngiges System in'V. Sei by, ..., b, ein Erzeugendensystem
von V. Dann gilt

m<n.

Beweis.  Nach dem Auswahlsatz kann man aus dem Erzeugendensystem by, ..., b, eine Basis
auswihlen. Diese Basis hat eine Lange r < n. Nach dem Steinitzschen Austauschsatz gilt m <r.
Also gilt insgesamt

m<r<n

O

Korollar 3.3.15 (Alle Basen haben dieselbe Lange). SeiV ein endlich erzeugter k-Vektorraum. Dann
besitzt V eine Basis, und alle Basen von V haben dieselbe Linge.

Beweis.  Nach dem Existenzsatz besitzt V mindestens eine Basis.
Seien nun
ai,..., 4, und bq,..,b,

zwei Basen von V. Da ay, ..., a, linear unabhéngig ist und by, ..., b, ein Erzeugendensystem ist,
folgt aus Korollar 3.3.14
m<n.

Vertauschen wir die Rollen der beiden Basen, so erhalten wir ebenso
n<m.

Also ist m = n. O
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Definition 3.3.16 (Dimension). Sei Vein endlich erzeugter k-Vektorraum. Die gemeinsame Lange
n aller Basen von V' heifit die Dimension von V. Wir schreiben

dim(V) :=n.
Ist dim(V') = n, so sagen wir: Vist n-dimensional.

Beispiel 3.3.17. Es gilt
dim(k") = n.

Denn die Standardbasis ey, ... , e, ist eine Basis von k".

Korollar 3.3.18 (Lineare Unabhéngigkeit plus richtige Lange). Sei V ein endlich erzeugter k-
Vektorraum mit
dim(V) = n.

Seiay,...,a, ein linear unabhdngiges System in V. Dann ist ay, ..., a, eine Basis von V.
Beweis.  Nach dem Basisergdnzungssatz kann man das linear unabhangige System
ai,....ay

zu einer Basis von V erginzen. Diese Basis hat aber nach Definition der Dimension Lange n. Also
kann kein weiterer Vektor ergdnzt worden sein. Daher ist bereits ay, ..., a, eine Basis von V. [

Korollar 3.3.19 (Erzeugendensystem plus richtige Lange). SeiV ein endlich erzeugter k-Vektorraum
mit
dim(V) = n.

Seiay,...,a, ein Erzeugendensystem von V. Dann ist ay, ..., a, eine Basis von V.

Beweis.  Nach dem Auswahlsatz kann man aus ay, ..., g, eine Basis von Vauswihlen. Diese Basis
hat nach Definition der Dimension Lange n. Da das urspriingliche System ebenfalls aus genau n
Vektoren besteht, wurde beim Auswéhlen kein Vektor gestrichen. Also ist bereits ay, ..., a, eine
Basis von V. O

Beispiel 3.3.20 (Zwei Vektoren in ]Rz). Seien a,b > 0. Wir betrachten die beiden Vektoren
a a+1
Vi1 = b’ Vo = b
in R?.

Beide Vektoren sind ungleich 0. Auflerdem ist keiner ein Vielfaches des anderen: Ware etwa

1
(139)=26)
dann folgt aus der zweiten Komponente
b= Ab.
Da b > 0 ist, folgt A = 1. Dann wiirde aus der ersten Komponente aber
at+l=a

folgen, ein Widerspruch.
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Also sind v; und v, linear unabhangig. Da
dim(R?) = 2

gilt, folgt aus Korollar 3.3.18, dass vy, v, eine Basis von R? bilden.
Insbesondere erzeugen sie R?:
Vi 2
S =R~
pan (V2>

3.3.3 Anwendungen und Rechenregeln der Dimension

Korollar 3.3.21 (Effektivitit der Dimension). SeiV ein endlich erzeugter k-Vektorraum, und sei
U C V ein Untervektorraum. Dann ist U endlich erzeugt und es gilt

dim(U) < dim(V).

Auferdem gilt
dim(U) =dim(V) < U=V.

Beweis.  Setze
n := dim(V).

Jedes linear unabhangige System in Uist auch ein linear unabhangiges System in V. Nach Korol-
lar 3.3.14 kann ein solches System hochstens Liange n haben.
Wir konstruieren nun eine Basis von U. Ist U = {0}, dann ist das leere System eine Basis von
U. Sei also U # {0}. Dann wiahlen wir einen Vektor u; € Umit u; # 0. Falls u; noch nicht ganz U
erzeugt, wihlen wir einen Vektor
uy € U \ Span(u;).

Dann ist uy, u linear unabhéangig. Falls u;, u; noch nicht ganz U erzeugen, wiahlen wir
uz € U \ Span(uy, uy).

Auf diese Weise fahren wir fort.

Dieser Prozess muss nach hochstens n Schritten enden, denn in U kann es kein linear unab-
hiangiges System der Lange n + 1 geben. Am Ende erhalten wir also ein linear unabhangiges
System

Ul oo s Uy

in U, das ganz U erzeugt. Also ist uy, ..., 4, eine Basis von U. Damit ist U endlich erzeugt, und es gilt
dim(U) =r < n = dim(V).

Ist U =V, dann ist natirlich dim(U) = dim(V).

Sei umgekehrt dim(U) = dim(V) = n. Sei uy, ..., u, eine Basis von U. Dann ist uy, ..., u, insbe-
sondere ein linear unabhéngiges System in V der Lange dim(V). Nach Korollar 3.3.18 ist uy, ..., u,
also eine Basis von V. Daher gilt

V = Span(uy, ..., u,) = U. O
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Definition 3.3.22 (Summe von Untervektorrdumen). Seien U, W C V Untervektorrdume. Die
Summe von U und Wist
U+W :={u+w|luelU, weW}.

Lemma 3.3.23. Seien U, W C V Untervektorrdume. Dann sind auch
UNW und U+W

Untervektorrdume von'V.

Beweis.  Fiir den Schnitt ist klar, dass 0 € U n W gilt. Sind x,y € UNnWund A, p € k, dann liegen
x, y sowohl in U als auch in W. Also liegt auch

Ax + py

sowohl in U als auch in W. Damit liegt Ax + pyin U N W.
Fir die Summe gilt 0 = 0+ 0 € U + W. Seien nun x,y € U + W. Dann gibt es uy, u, € Uund
wy, Wy € Wmit
X =u; +w, Yy = Uy + wy.

Fir A, p € k gilt dann
Ax + py = (Aug + puy) + (Awy + pwy).

Der erste Summand liegt in U, der zweite in W. Also liegt Ax + pyyin U + W. O

Theorem 3.3.24 (Dimensionsformel fiir Untervektorraume). Seien U, W C V endlich dimensionale
Untervektorrdume. Dann gilt

dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Beweis. Sei

by, ....b,

eine Basis von U N W.
Nach dem Basisergénzungssatz ergdnzen wir diese Basis zu einer Basis von U:

bl’ cees bn, A1y eees Qe
Ebenso ergénzen wir sie zu einer Basis von W-
bl’ ceey bn, C15 ..., Cs.

Wir behaupten, dass
bi,....,by,aqs ey GpyCpynn s Cs

eine Basis von U + Wist.
Zuerst zeigen wir, dass dieses System U + W erzeugt. Sei v € U + W. Dann gibt es u € Uund
w € Wmit
v=u+w.

Da by,...,b,, a4, ...,a, eine Basis von U ist, ist u eine Linearkombination dieser Vektoren. Da
bi,...,b,, 1, ..., s eine Basis von Wist, ist w eine Linearkombination dieser Vektoren. Also ist
v = u + weine Linearkombination von

bi,....bp, a1, ..., ap,C, ..., Cs.
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Nun zeigen wir die lineare Unabhéngigkeit. Angenommen, es gilt
n r N
Z Aibl' + Z y]a] + Z VpCp = 0.
i=1 j=1 =1
Dann gilt

n r N
Z )Libl' + Z ,u]a] = — Z Vng.
i=1 j=1 =1

Die linke Seite liegt in U, die rechte Seite liegt in W. Also liegen beide Seiten in U N W.
Da by, ..., b, eine Basis von U N Wist, gibt es Skalare py, ..., p, € k mit

n r n
Z Aibi + Z p]a] = Z Pibi'
i=1 j=1 i=1
Also gilt
n r
D (i—pdbi+ ), pja; = 0.
i=1 j=1
Dab,...,b,, a1, ..., a, eine Basis von U'ist, folgt
A =p; furallei, pj=0 firalle j.
Auflerdem gilt
n S
Z pibi + Z Vng =0.
i=1 =1
Daby,..., b, cq, ..., ¢ eine Basis von Wist, folgt
p; =0 furallei, v, =0 firalle ¢.

Damit sind auch alle A; = 0. Also ist das System linear unabhéngig.
Damit ist
bi,...; by, aq,s e s Gy Cpynn s Cs

eine Basis von U + W. Also gilt
dim(U+W)=n+r+s.

Andererseits gilt
dm(U) =n+r, dim(W) =n +s, dim(UNW) =n.

Daraus folgt

dm(U + W) +dim({UnW)=(m+r+s)+n=0n+r)+{@n+s)=dimU) + dim(W).

Beispiel 3.3.25. In R3 seien
U = Span(ey, ey), W = Span(e,, e3).

Dann ist
UNW = Span(e,), U+Ww =R

Die Dimensionsformel lautet hier
3+1=2+2.
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Definition 3.3.26 (Direkte Summe). Seien U, W C V Untervektorraume. Die Summe U + W heift
direkt, wenn
UnWw ={0}

gilt. In diesem Fall schreiben wir
Uew

statt U + W.

Lemma 3.3.27 (Charakterisierung direkter Summen). Seien U,W C V Untervektorrdume. Dann
sind dquivalent:

1. EsgitUnW = {0}.
2. Jeder Vektorv € U + W hat genau eine Darstellung
v=u+w
mitu € Uundw € W.
Beweis.  Angenommen, U N W = {0}. Sei
v=u+w=u +w
mit u,u” € Uund w,w’ € W. Dann gilt
u—u =w —w.
Die linke Seite liegt in U, die rechte Seite liegt in W. Also liegt dieser Vektor in U N W. Daher ist
u—u =0.

Also ist u = u’. Dann folgt auch w = w’. Die Darstellung ist also eindeutig.
Umgekehrt nehmen wir an, dass jedes Element von U + W eine eindeutige Darstellung hat. Sei
x € U N W. Dann gelten
x=x+0=0+x.

Beide Darstellungen sind Darstellungen von x als Summe eines Vektors aus U und eines Vektors
aus W. Wegen der Eindeutigkeit folgt x = 0. Also ist U n W = {0}. O

Korollar 3.3.28 (Dimension einer direkten Summe). Seien U, W C V endlich dimensionale Unter-
vektorrdume. Ist die Summe U + W direkt, dann gilt

dim(U @ W) = dim(U) + dim(W).

Beweis.  Nach der Dimensionsformel gilt
dim(U + W) + dim(U N W) = dim(U) + dim(W).

Da die Summe direkt ist, gilt
Unw ={0}.

Also ist dim(U N W) = 0. Damit folgt die Behauptung. O
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Beispiel 3.3.29. In R? gilt
R? = Span(e;) ® Span(e,).

Denn jeder Vektor (x, y) hat genau die Darstellung

(x,y) = xe; + ye,.

Definition 3.3.30 (Komplement). Seien U, W C V Untervektorraume. Wir nennen W ein Komple-
ment von Uin V, wenn
V=UeW

gilt.

Bemerkung 3.3.31 (Vektorraum-Komplemente sind keine Mengenkomplemente). Ein Komple-
ment von Uin Vist ein Untervektorraum W C V mit

V=UeWw.
Das ist nicht dasselbe wie das Mengenkomplement
VA\U.

Das Mengenkomplement ist im Allgemeinen kein Untervektorraum. Insbesondere enthalt es nicht
einmal den Nullvektor, sobald U ein Untervektorraum ist.
Auflerdem sind Vektorraum-Komplemente im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beispiel 3.3.32 (Komplemente sind nicht eindeutig). In R? sei
U = Span(ey).

Dann sind sowohl
W; = Span(e;)

als auch
W, = Span(e; + e;)

Komplemente von Uin R2. Also besitzt U nicht nur ein einziges Komplement.

Theorem 3.3.33 (Existenz eines Komplements). SeiV ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.
Dann gilt:

1. Jeder Untervektorraum U C V besitzt mindestens ein Komplement.

2. Ist W ein Komplement von U in'V, dann gilt

dim(W) = dim(V) — dim(U).

161



Beweis.  Zuerst zeigen wir die Existenz. Sei
Uy, ..., Uy

eine Basis von U. Nach dem Basisergéinzungssatz kénnen wir diese Basis zu einer Basis von V
ergianzen. Es gibt also Vektoren
Wiy s Wy EV

sodass
Upsoens Upy Wi, oee y W

eine Basis von Vist.
Wir setzen
W := Span(wy, ..., w).

Dann gilt
V=U+W,

denn jeder Vektor aus Vist eine Linearkombination der Basisvektoren
Upy oo Upy W, o s Wy

Die Anteile mit den u; liegen in U, die Anteile mit den w; liegen in W.
Auflerdem gilt
UnWw ={0}.

Denn sei x € U N W. Dann lasst sich x einerseits als Linearkombination der u; schreiben, anderer-
seits als Linearkombination der w;. Subtrahieren wir diese beiden Darstellungen, so erhalten wir
eine lineare Relation zwischen den Basisvektoren

Ul eee s Upy Wi, oo s W

Da diese Vektoren linear unabhéngig sind, miissen alle Koeffizienten 0 sein. Also ist x = 0.
Damit gilt
V=UeWw.

Also ist W ein Komplement von U.
Sei nun umgekehrt W ein beliebiges Komplement von Uin V. Dann gilt

V=UeWw.

Nach Korollar 3.3.28 folgt
dim(V) = dim(U) + dim(W).

Also gilt
dim(W) = dim(V) — dim(U). O
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Kapitel 4

Lineare Abbildungen

4.1 Definition

Sei k ein Korper. Seien Vund W zwei k-Vektorraume.
Definition 4.1.1 (Lineare Abbildung). Eine Abbildung
f:V-ow
heifit linear, wenn fiir alle v, w € Vund alle A € k gilt:
fv+w) = fv) + f(w)

und

fv) = Af(v).

Bemerkung 4.1.2 (Vergleich mit Gruppenhomomorphismen). Ein Gruppenhomomorphismus
ist eine Abbildung, die mit der Gruppenverkniipfung vertréglich ist.

Ein Vektorraum besitzt mehr Struktur als nur seine Addition. Er besitzt zusatzlich die Skalar-
multiplikation. Daher muss eine lineare Abbildung zwei Dinge respektieren:

1. Sie respektiert Addition. Das heif3t:

fv+w)=f(v) + f(w).

Als Abbildung
V,+) > (W, +)

ist sie also ein Gruppenhomomorphismus.

2. Sie respektiert Skalarmultiplikation. Das heif3t:

f) = Af(v).

Lineare Abbildungen sind also die Homomorphismen von Vektorraumen. Sie sind genau die
Abbildungen, die die lineare Struktur erhalten.
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Bemerkung 4.1.3 (Lineare Abbildungen erhalten Linearkombinationen). Die wichtigste Bedeu-
tung der Definition ist: Lineare Abbildungen vertragen sich mit Linearkombinationen.
Man darf also lineare Abbildungen in Linearkombinationen hineinziehen:

Fuvi+ -+ Agvn) = 4 f() + - + A f ().

Dies beweisen wir gleich. Diese Eigenschaft ist der Grund, warum lineare Abbildungen in der
linearen Algebra so niitzlich sind.

Beispiel 4.1.4 (Grundbeispiele).

1. Die Identitdtsabbildung
Idy : V-V, vew

ist linear.

2. Die Nullabbildung
0: VoW, v>0

ist linear.

3. Die Abbildung
fiRESR, (x,y)~ (3 x—3y,2x+Y)

ist linear. Alle Komponenten sind lineare Ausdriicke in x und y.
4. Sei P, der R-Vektorraum der Polynome vom Grad hochstens n. Die Ableitung
D:P—>PFy, pryp

ist linear, denn

(Ap+pq) = 2Ap" + g’
5. Fir a € R ist die Auswertungsabbildung
ev, : P,—> R, p pla)

linear, denn

(Ap + pq)(a) = Ap(a) + pq(a).

6. Die Abbildung
1

I:P,—>R, pHJ p(x)dx
0

ist linear. Das ist genau die Linearitét des Integrals:
1 1 1
[, oo+ g ax =2 | prdre | geoax

7. Die endliche Fouriertransformation ist linear. Setze

@ = e—Zm‘/n.
Wir definieren
F . C"->C"
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durch

n—1
(Fx); =) xot firj=0,..,n-1
=0
Dann gilt
F(Ax + py) = AF (x) + pF (y),

weil jede Komponente durch eine Summe linearer Terme gegeben ist. Die Fouriertransfor-
mation ist also kein Sondertrick, sondern ein wichtiges Beispiel einer linearen Abbildung.

Leitbeispiel 4.1.5 (Der Schattenwurf). Dieses Beispiel begleitet uns durch das ganze Kapitel:
Die Sonne steht am Himmel und schickt parallele Strahlen — genauer: Sie ist so weit entfernt,
dass wir ihre Strahlen guten Gewissens als parallel idealisieren diirfen. Ein Gegenstand im
Raum wirft einen Schatten auf den ebenen Boden. Wir legen den Ursprung auf den Boden und
beschreiben Punkte des Raumes durch ihre Ortsvektoren (x, y, z) € R3, wobei z die Hohe iiber
dem Boden ist. Die Bodenebene ist dann {(x, y,0) | x,y € R}.
Die Sonnenstrahlen laufen alle in einer festen Richtung d. Wir wihlen die Beleuchtung

d=(1,1,-1),

also schrag von oben. Der Schatten eines Punktes p ist der Punkt, an dem der Strahl p + td
den Boden trifft. Aus der Hohengleichung z + t - (—1) = 0 folgt t = z, und Einsetzen liefert die
Schattenabbildung

P:R}>5R3, P(x,y,z)=(x+2z, y+z 0).

(Fiir Punkte unterhalb des Bodens, also z < 0, rechnet die Formel unbeirrt weiter — der Mathematik
ist gleichgiiltig, dass echtes Licht nur von oben kommt.)

Pist linear — und das kann man sehen. Verschiebt man den Gegenstand um einen Vektor v,
so verschiebt sich sein Schatten um P(v); verschiebt man um v + w, so wandert der Schatten um
P(v) + P(w). Der Schatten einer Summe ist die Summe der Schatten, der Schatten des Doppelten
ist das Doppelte des Schattens. Formal steht das schon in der Formel: jede Komponente von
P(x,y,z) ist ein linearer Ausdruck in x, y, z.

Schatten eines Schattens. Ein Punkt, der schon auf dem Boden liegt, ist sein eigener Schatten.
Also dndert ein zweiter Wurf nichts mehr:

P(P(x, Y, z)) =Px+z,y+2 0)=(x+2z y+2z 0)=P(x,y,2).

Es gilt P - P = P. Eine lineare Abbildung mit dieser Eigenschaft heiflt Projektion — auch die
mathematische Begriffswahl folgt hier dem Beispiel des Schattenwurfs.
Zwei Fragen drangen sich auf, und sie sind die Leitfragen dieses Kapitels:

o Welche Information verliert der Schatten? Welche Punkte wirft die Sonne auf denselben
Fleck, ja sogar auf den Ursprung? Das wird der Kern von P sein.

+ Was erreicht der Schatten? Welche Flecken des Bodens kommen iiberhaupt als Schatten
vor? Das wird das Bild von P sein.

Wir nehmen die Antworten vorweg, damit man beim Lesen darauf wartet: Der Kern ist genau
die Sonnenrichtung Span(1, 1, —1), denn Punkte auf ein und demselben Strahl haben denselben
Schatten. Das Bild ist die ganze Bodenebene. Und die sogenannte Rangformel wird sagen:

3 = 1 + 2

dim R3 Sonnen‘rﬂichtung Bodenebene

Die drei Dimensionen des Raumes zerfallen in ,eine Richtung, die der Schatten platt driickt” und
,zwei Richtungen, die er behalt®.
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Bemerkung 4.1.6 (Ein schneller Nicht-Beispiel-Test). Eine lineare Abbildung muss den Nullvek-
tor auf den Nullvektor abbilden. Daher ist etwa

f:RE>RE, (xy) - (x+1,y)

nicht linear. Denn
£(0,0) = (1,0) = (0,0).

Translationen sind also im Allgemeinen nicht linear. Das widerspricht nicht dem Schattenbild
von eben: Dort war das Verschieben des Gegenstands nur ein Mittel, um P(v + w) = P(v) + P(w)
zu sehen — die Schattenabbildung selbst verschiebt nichts.

Lemma 4.1.7 (Grundregeln fiir lineare Abbildungen). Sei f : V — W eine Abbildung. Dann gilt:

1. Die Definition von Linearitdt ist dquivalent zu der folgenden Bedingung: Fiir allev,w € V und
alle A, i € k gilt
JAv + pw) = Af(v) + pf(w).

2. Ist flinear, dann gilt
f)=o0
und
f=v) =—-f)
firalleveV.

3. Ist flinear, dann gilt fiir alle vy, ... ,v, € Vund alle A, ..., A, € k:
n n
f(Z Am) = > Afw).
i=1 i=1

4. Sind
f: VoW und g: W ->U

linear, dann ist auch
gef:V-U

linear. AufSerdem ist
dy: V-V

linear.
1. Beweis. Angenommen, fist linear. Dann gilt
fv + pw) = f(v) + f(pw) = Af ) + pf(w).
Umgekehrt nehmen wir an, dass
fv + pw) = Af(v) + pf(w)
fur alle v,w € Vund alle A, p € k gilt. Mit A = p = 1 erhalten wir
fv+w)=f(v)+ f(w).

Mit y = 0 erhalten wir
f) = Af(v) + 0f(w) = Af(v).

Also ist flinear.
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2. Ist flinear, dann ist insbesondere
[V, ) —>W,+)

ein Gruppenhomomorphismus zwischen den additiven Gruppen. Nach den Grundregeln
fur Gruppenhomomorphismen erhalten Homomorphismen neutrale Elemente und Inverse.
Also gilt

f)=0

und

f=v) =-f).

3. Die Idee ist: Wir ziehen f Schritt fiir Schritt durch die Summe.

Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber n. Fiir n = 1 ist die Aussage genau

fv) = 4 f(v),

also die Vertraglichkeit mit Skalarmultiplikation.

Sei die Aussage nun fiir ein n > 1 bewiesen. Dann gilt

n+1 n

f(z /11“’1') = f((Z Ai"i) + /1n+1Vn+1)
i=1 i=1

f(Z A,-vi) + fn1¥ne1)
i=1

S

Af ) + A1 f(Vne1)

S~
Il
—_

Aif ().
1

-
I

Damit ist die Aussage fiir alle n bewiesen.

4. Seien v,w € Vund A, p € k. Da flinear ist, gilt

FOW + pw) = 2f ) + pf(w).

Da g linear ist, folgt

(g A+ pw) = g(Af (V) + pf(w)) = Ag(f(V)) + ug(f(w)).

Also ist g o flinear.

Die Linearitéit von Idy ist unmittelbar:

Idy(Av + pw) = v + pw = ATdy(v) + pldy(w). O

Definition 4.1.8 (Isomorphismus von Vektorrdumen). Seien Vund W zwei k-Vektorrdume.
Eine Abbildung
f:Vow

heift ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist und sowohl

f:Vow
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als auch
flaw-ov

linear sind.
Gibt es einen Isomorphismus V' — W, dann heiflen Vund W isomorph. Wir schreiben dann

V=Ww.

Lemma 4.1.9 (Bijektive lineare Abbildungen sind Isomorphismen). SeienVundW zweik-Vektorrdume.
Ist
f: VoW

bijektiv und linear, dann ist f ein Isomorphismus.
Beweis.  Nach Voraussetzung ist fbijektiv und linear. Es bleibt nur zu zeigen, dass
flaw-ov

linear ist.
Seien a,b € Wund A, u € k. Setze

vi=fYa) und w:=f1(b).
Dann gilt
fW)=a und f(w)="0.
Da flinear ist, erhalten wir
fAv+ pw) = Af(v) + pf(w) = Aa + pb.
Wir wenden f~! an und erhalten
fl(Aa+ pb) = v + pw.

Also gilt
F10a + b = Af (@) + uf B
Damit ist ! linear. O

4.2 Matrizen und die von ihnen induzierten linearen Abbildungen

Wir fithren Matrizen nun als Rechenform fiir lineare Abbildungen ein.

Definition 4.2.1 (Matrix). Seien m,n > 1. Eine mxn-Matrix mit Eintrdgen in k ist ein rechteckiges
Schema

All AlZ Aln
a=|fp R
Aml AmZ Amn

mit AU € k.
Der Eintrag A;; steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte. Die Menge aller m x n-Matrizen

mit Eintragen in k schreiben wir als
kmxn
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Definition 4.2.2 (Matrixaddition und Skalarmultiplikation). Seien A, B € k™" und A € k. Dann
definieren wir
(A + B)U = AU + Bl]

und
(AA)U = AAU

Also werden Matrizen gleicher Groflie komponentenweise addiert und skaliert.
Definition 4.2.3 (Matrixmultiplikation). Seien
Aek™" und Bek™®P.

Dann ist das Produkt
AB € K"™P

definiert durch
n
(AB)i[ = Z Al]B]f
j=1

Das Produkt ist also genau dann definiert, wenn die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl

der Zeilen von B ist.
1 0\fo 2 4\ (o0 2 4
3 1/\1 3 5/ \1 9 17)°

Denn der Eintrag unten rechts ist zum Beispiel

Beispiel 4.2.4. Es gilt

3-4+1-5=17.

Theorem 4.2.5 (Rechenregeln fiir Matrizen). Matrixmultiplikation ist assoziativ, sobald alle
Produkte definiert sind. Das heif3t:
(AB)C = A(BC).

AufSerdem ist Matrixmultiplikation distributiv mit Matrixaddition:

A(B+C) = AB+ AC

und
(A+ B)C = AC + BC.

Die Beweise sind direkte Rechnungen mit der Definition der Eintrage. Wir verwenden diese
Regeln als Rechenregeln fiir Matrizen.

Bemerkung 4.2.6 (Vektoren als Spaltenmatrizen). Ab jetzt betrachten wir Vektoren in k" als
Spaltenvektoren:

V1
v=|:
n
Das ist eine n x 1-Matrix. Ist
A E kan
dann ist
Av

definiert und ist eine m x 1-Matrix, also ein Vektor aus k™.
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Definition 4.2.7 (Die lineare Abbildung einer Matrix). Sei

A e K™,

Dann definieren wir
Ly:K'"—> K" v Av.

Lemma 4.2.8 (Matrizen definieren lineare Abbildungen). Sei
A e K™,

Dann ist
Ly :K"—> K", v Av

linear.
Beweis.  Seien v,w € k" und A, u € k. Dann gilt nach den Distributivgesetzen fiir Matrizen
A(Av + pw) = LAv + pAw.

Also gilt
La(Av + pw) = AL4(v) + pL 4 (w).

Damit ist L 4 linear. O

4.3 Lineare Abbildungen sind durch Erzeuger bestimmt

Theorem 4.3.1 (Eindeutigkeit auf einem Erzeugendensystem). Seien

fg:Vow
lineare Abbildungen. Sei aufSerdem
Viseees Vpy
ein Erzeugendensystem von V. Gilt
fow =)
firallei = 1,...,n, dann gilt
f=s

Beweis. Sei v € V beliebig. Da vy, ..., v, ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es Skalare
M,y Ay € k mit

Da flinear ist, gilt
n
HOEDIHI}
i=1
Da g linear ist, gilt

g) =) higw).
i=1

170



Wegen

fow =gw)
fur alle i sind diese beiden Summen gleich. Also gilt
f) = g).
Da v beliebig war, folgt
f=¢ O

Korollar 4.3.2 (Test auf einer Basis). Seien
fig:V-ow

lineare Abbildungen. Sei
bi,.... by

eine Basis von V. Dann gilt:

f=g < fb) =gl firallei=1,...,n.

Beweis.  Eine Basis ist insbesondere ein Erzeugendensystem. Daher folgt die Richtung von
rechts nach links aus dem vorherigen Satz. Die andere Richtung ist unmittelbar aus der Definition
von Gleichheit von Abbildungen. O]

Bemerkung 4.3.3. Dieses Korollar ist einer der wichtigsten praktischen Punkte dieses Abschnitts.
Um zwei lineare Abbildungen aus einem endlich dimensionalen Vektorraum zu vergleichen,
muss man nicht alle Vektoren testen. Es reicht, die endlich vielen Basisvektoren zu testen.
Der Beweis ist sehr einfach, aber die Aussage ist sehr stark.

4.4 Jede lineare Abbildung zwischen Standardriumen entspricht
einer Matrix

Sei
€1,.--,6p

die Standardbasis von k". Also ist e; der Spaltenvektor, dessen j-ter Eintrag 1 ist und dessen iibrige
Eintrage 0 sind.

Lemma 4.4.1 (Spalten einer Matrix). Sei
A e k™,

Dann ist

die j-te Spalte von A.
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Beweis.  Der i-te Eintrag von Ae; ist

(Aepi = Y. Aulep.
=1

Alle Eintrége von e; sind 0, aufler der j-te Eintrag. Dort steht 1. Daher bleibt nur ein Summand
Ubrig:
(Aej); = Ayj.

Das ist genau der i-te Eintrag der j-ten Spalte von A. O

Theorem 4.4.2 (Lineare Abbildungen k" — k" entsprechen Matrizen). Sei

R
linear. Dann gibt es genau eine Matrix
Ae k™
mit
f=1La.
Die j-te Spalte von A ist dabei genau
f (ej)-

Beweis.  Wir konstruieren die Matrix A durch ihre Spalten. Die j-te Spalte von A soll sein:

f(ej)-

Also setzen wir

| | |
A=|fle) fler) - fley)]-
| | |

Nach Lemma 4.4.1 gilt dann
LA(ej) = Aej = f(ej)

firallej=1,...,n
Die Vektoren
€1,.-.,6p

bilden ein Erzeugendensystem von k". Nach Theorem 4.3.1 folgt

LA:f-

Die Matrix ist eindeutig. Denn wenn auch

f=Ls
gilt, dann muss fiir jedes j gelten:
Bej = LB(ej) = f(ej)~
Also ist die j-te Spalte von B gleich f(e;). Damit sind alle Spalten von B festgelegt. Also ist

B=A. O

172



Bemerkung 4.4.3 (Die Spalten sind die Bilder der Basisvektoren). Die Matrix einer linearen
Abbildung
N

ist nicht geheimnisvoll.
Thre Spalten sind einfach die Bilder der Standardbasisvektoren:

| | |
A=|fle) fle) - fle)].
| | |

Wenn man eine Matrix anschaut, dann kann man also direkt ablesen, wohin die zugehorige lineare
Abbildung die Basisvektoren schickt.

Beispiel 4.4.4 (Eine Rotation in der Ebene). Wir betrachten die Rotation
Rp : R? > R?

um den Winkel 0 gegen den Uhrzeigersinn.
Wir miissen nur wissen, wohin die Standardbasisvektoren gehen. Der erste Basisvektor wird zu

(1 . cosf
“=\o sinf]"
(0 . —sinf
2=\ cosf |’

Ap= (cos@ —sm@).

sinf cos0

Der zweite Basisvektor wird zu

Also ist die Matrix von Ry

Denn die Spalten sind genau die Bilder von e; und e;.
Damit ist die Matrix einer Rotation nicht mysterios. Sie halt nur fest, wohin die beiden Basis-
richtungen gedreht werden.

Leitbeispiel 4.4.5 (Die Matrix des Schattenwurfs). Auch das Leitbeispiel Leitbeispiel 4.1.5 be-
kommt jetzt seine Matrix. Wir lesen die Spalten als Schatten der drei Einheitspunkte ab:

P(e;) =(1,0,0),  P(ey) =(0,1,0),  Ple3) = (1,1,0).
Ein Punkt auf dem Boden (e; und e,) ist sein eigener Schatten; der Punkt e3 in Héhe 1 wird von

der schrigen Sonne auf (1, 1, 0) verschoben. Also ist

pP=

O O =
S = O

1
1
0
Die letzte Zeile ist Null, weil jeder Schatten die Hohe 0 hat. In der dritten Spalte (1, 1, 0) steckt die
Sonnenrichtung: Ihre ersten beiden Eintrage sind die waagrechten Komponenten vond = (1,1, —1)

und sagen, um wie viel eine Hoheneinheit den Schatten zur Seite schiebt. (Die ganze Richtung d
kann in der Spalte nicht stehen — die dritte Komponente jedes Schattens ist ja 0.)
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4.5 Isomorphismen, Kern und Bild

Theorem 4.5.1 (Isomorphismen bilden Basen auf Basen ab). Sei
f:Vow

ein Isomorphismus. Ist
bi,.... by

eine Basis von 'V, dann ist
fb1), ..., f(by)

eine Basis von W.

Beweis.  Wir zeigen zuerst, dass f(b;),..., f(b,) ein Erzeugendensystem von W ist.
Sei w € W. Da fsurjektiv ist, gibt es ein v € V mit

f) =w.

Da by, ..., b, eine Basis von Vist, gibt es Skalare A, ..., A, € k mit

n
V= Z Aibi'
i=1
Wegen Linearitat gilt
n n
w = f(v) = f(Z Aibi) = D, Aif ).
i=1 i=1

Also erzeugen f(b;), ..., f(b,) den Vektorraum W.
Jetzt zeigen wir lineare Unabhingigkeit. Angenommen,

> f) =o.
i=1

Dann gilt wegen Linearitat

Auflerdem ist

Da finjektiv ist, folgt
Daby, ..., b, linear unabhéngig sind, folgt

Also sind f(by), ..., f(b,) linear unabhéngig.
Damit bilden f(by), ..., f(b,) eine Basis von W. O

Korollar 4.5.2 (Isomorphe Vektorrdume haben gleiche Dimension). Seien V und W endlich dimen-
sionale k-Vektorrdume. Ist
V=Ww,

dann gilt
dim(V) = dim(W).
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Beweis.  Sei
ein Isomorphismus. Sei

eine Basis von V. Dann ist nach Theorem 4.5.1

fb1) .. f(by)

eine Basis von W. Also haben Vund W Basen gleicher Lange. Daher gilt

dim(V) = dim(W). O

Definition 4.5.3 (Kern und Bild). Sei
f: VoW

eine lineare Abbildung.
Der Kern von fist

Kern(f) :={v e V| f(v) = 0}.
Das Bild von fist
Bild(f) :={f(v) |[veV}CW.

Leitbeispiel 4.5.4 (Der Schattenwurf: Kern und Bild). Jetzt 16sen wir die beiden Leitfragen aus
Leitbeispiel 4.1.5.
Der Kern ist die Sonnenrichtung. Ein Punkt liegt im Kern, wenn sein Schatten der Ursprung ist:

P(x,y,z)=(x+2z, y+2,0)=(0,0,0) < x=-—zundy=—=z.
Das sind genau die Vielfachen (x, y,z) = z- (—1,—1,1), also
Kern(P) = Span(1, 1, —1) = Span(d)

(es gilt Span(—1,—1,1) = Span(1,1,-1), denn Vielfache — auch mit —1 — @ndern den Spann
nicht). Der Kern ist die Gerade der Sonnenstrahlen durch den Ursprung. Das ist anschaulich
zwingend: Alle Punkte auf einem Strahl haben denselben Schatten, die Abbildung kann sie nicht
auseinanderhalten. Was im Kern verschwindet, ist die Information ,wie weit entlang des Strahls*
— genau die Information, die der Schatten wegwirft.

Das Bild ist der ganze Boden. Jeder Bodenpunkt (u, v, 0) ist ein Schatten, etwa der von sich selbst:
P(u,v,0) = (u,v,0). Also

Bild(P) = {(u,v,0) | u,v € R},

die Bodenebene, ein zweidimensionaler Untervektorraum.
Insbesondere ist P nicht injektiv (der Kern ist grofler als {0}) und nicht surjektiv als Abbildung
nach R? (das Bild ist nur eine Ebene). Beides siecht man dem Schatten sofort an.
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Beispiel 4.5.5 (Die Messstation: ein riesiger Kern). Ein zweites Beispiel zeigt, dass der Kern der
eigentliche Ort des Informationsverlusts ist.

Wir besuchen die Messstation aus Leitbeispiel 3.3.6 wieder. Im Signalraum S (Leitbeispiel 3.1.5)
der endlichen Uberlagerungen reiner Sinuswellen liest die Station von jedem Signal genau drei
Zahlen ab: die Starken Ay, A5, A3, mit denen ihre drei Detektorfrequenzen cy, ¢y, c3 darin vertreten
sind. Das Messen ist also die Abbildung

A:S—> R3, A(V) = (A13A29/13)'

Kommt eine Detektorfrequenz im Signal gar nicht vor, so zeigt ihr Detektor 0 an — er schlégt
einfach nicht aus. Damit ist A auf ganz S definiert, und man kann konkret rechnen: Ist etwa cs
keine der drei Detektorfrequenzen, dann ist

A(7sc1 - scs) =(7,0,0).

Diese Abbildung ist linear: Uberlagert man zwei Signale, so addieren sich ihre (eindeutigen)
Frequenzanteile, also addieren sich die Anzeigen; verstarkt man ein Signal um einen Faktor,
verstarkt sich die Anzeige um denselben Faktor.

A bildet einen riesigen Raum auf nur drei Zahlen ab — das lasst einen gewaltigen Kern erwarten,
und wir kénnen ihn genau angeben: Im Kern liegen genau die Signale, in denen keine der drei
Detektorfrequenzen vorkommt, etwa jede reine Welle s, mit ¢ & {c;, ¢s, c3} und alle Uberlagerungen
solcher Wellen. Fiir die Station ist dieser ganze Teilraum Stille. Zwei Signale v;, v, klingen fiir die
Station genau dann gleich, wenn

A(v)) = A(wy), also v —w, € Kern(A)

(denn A(v;) — A(vy) = A(v; — V), weil A linear ist — genau diese Rechnung trigt gleich auch
das Injektivitatslemma unten). Der Kern ist genau der Teil des Funkverkehrs, den die Station
prinzipiell nicht horen kann.

Bemerkung 4.5.6 (Vom Detektor zum Auge). Unser eigenes Farbensehen funktioniert nach
demselben Muster. Licht ist ein Gemisch aus Wellenlangen, und das Auge misst dieses Gemisch
mit nur drei Zapfensorten — eine lineare Abbildung in den R3. Echte Zapfen haben, wie echte
Detektoren, eine Bandbreite: Jede Zapfensorte bildet ihre Zahl als gewichtetes Integral iiber
das Spektrum. Auch hier ist der Kern gewaltig. Zwei physikalisch vollig verschiedene Spektren
konnen exakt gleich aussehen, wenn ihre Differenz im Kern liegt — Physiker und Maler kennen
das als Metamerie.

Das macht bspw. RGB Monitore tiberhaupt erst moglich. Ein solcher Monitor — RGB steht fiir
Rot-Griin-Blau — sendet z. B. kein gelbes Licht. Dennoch hat der Monitor kein Problem damit in
unseren Augen den selben Effekt wie gelbes Licht auszulésen. Wir sehen Farben als gleich, die als
rein physikalische Wellen véllig verschieden sind.

Lemma 4.5.7 (Kern und Bild sind Untervektorrdume). Sei

f:Vow
eine lineare Abbildung. Dann ist
Kern(f)
ein Untervektorraum von V, und
Bild(f)

ist ein Untervektorraum von W.
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Beweis.  Zuerst zum Kern. Da f(0) = 0 gilt, liegt 0 in Kern( f).
Seien nun v, w € Kern(f) und A, u € k. Dann gilt

fAv+ pw) = Af(v) + pf(w) = 20 + p0 = 0.

Also liegt
Av + pw

wieder in Kern(f). Nach dem Untervektorraumkriterium ist Kern( f) ein Untervektorraum von V.
Jetzt zum Bild. Da f(0) = 0 gilt, liegt 0 in Bild(f).
Seien nun x, y € Bild(f) und A, u € k. Dann gibt es v, w € V mit
x=f(v) und y= f(w).
Also gilt
Ao+ 1y = A + uf(w) = FOw -+ prw).

Dabher liegt
Ax + py

wieder in Bild(f). Nach dem Untervektorraumkriterium ist Bild(f) ein Untervektorraum von
W. O

Lemma 4.5.8 (Injektivitit und Kern). Sei
f:Vow
eine lineare Abbildung. Dann gilt:

fist injektiv <  Kern(f) = {0}.

Beweis.  Angenommen, fist injektiv. Ist v € Kern(f), dann gilt

fv) =0= £(0).
Da finjektiv ist, folgt
v =0.
Also gilt
Kern(f) = {0}.

Umgekehrt gelte nun
Kern(f) = {0}.

Seien v, w € V mit
f) = f(w).
Dann gilt
fv=w)= f(v) - f(w) =0.

Also liegt v — win Kern( f). Daher ist
v—w=0.

Also ist

Damit ist finjektiv. O
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Definition 4.5.9 (Rang). Sei
f: VoW

eine lineare Abbildung. Der Rang von fist

Rang(f) := dim (Bild(f)).

Theorem 4.5.10 (Rangformel). Seien V und W zwei k-Vektorrdume. Sei
f: VoW
eine lineare Abbildung. Ist V endlich dimensional, dann gilt

dim(V) = dim (Kern( f)) + Rang( f).

Beweis.  Da Vendlich dimensional ist, hat der Untervektorraum Kern( f) C V ein Komplement.
Sei also U C V ein Komplement von Kern( f). Dann gilt

V=Kern(f)®U.

Dabher gilt
dim(V) = dim (Kern( f)) + dim(U).

Es bleibt zu zeigen, dass
dim(U) = dim (Bild(f)).

Wir betrachten die Einschrankung

flu : U — Bild(f).

Diese Abbildung ist linear.
Sie ist injektiv: Ist u € Uund

fw=o,
dann liegt u in Kern( f). Also liegt u in

U n Kern(f).

Da die Summe direkt ist, ist
U N Kern(f) = {0}.

Also ist
u=>0.

Nach Lemma 4.5.8 ist f];; injektiv.
Sie ist surjektiv auf Bild(f): Sei y € Bild(f). Dann gibt es ein v € V mit

f) =y.
DaV = Kern(f) @ U gilt, gibt es z € Kern(f) und u € U mit

vV=z+uU
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Dann gilt
y=f)=flz+w) = fz) + fw) =0+ f(w) = f(w).

Also liegt y im Bild von f/.
Damit ist

flu : U — Bild(f)

ein Isomorphismus. Nach Korollar 4.5.2 gilt
dim(U) = dim (Bild(f)).
Also folgt

dim(V) = dim (Kern( f)) + dim (Bild( f)) = dim (Kern(f)) + Rang(f). O

Bemerkung 4.5.11 (Was die Rangformel misst). Die Rangformel zerlegt die Dimension des
Definitionsbereichs:

dim(V) = dim (Kern(f))+  Rang(f)

geht auf 0 kommt im Bild an

Sie sagt nicht, dass
dim(W)

zerlegt wird. Der Zielraum W kann grofler sein als das Bild.

Leitbeispiel 4.5.12 (Der Schattenwurf: die Rangformel im Hof). Fiir die Schattenabbildung
P : R® - R3 aus Leitbeispiel 4.1.5 haben wir alles beisammen:

Kern(P) = Span(1, 1,-1), Bild(P) = Bodenebene.

Also dim Kern(P) = 1 und Rang(P) = 2, und die Rangformel wird zur sichtbaren Aussage

3 = 1 + 2
dimR3®  Sonnenrichtung, Bodenebene,
geht auf 0 kommt im Bild an

Die drei Freiheitsgrade des Raumes teilen sich sauber auf: Die eine Richtung entlang der Strahlen
wird plattgedriickt, die beiden Richtungen des Bodens bleiben erhalten. Man sieht der Rangformel
hier an, dass sie keine Buchhaltung ist, sondern eine geometrische Bilanz: Was der Schatten
wegwirft plus was er behdlt ergibt den ganzen Raum.

Beachte auch die Warnung der vorigen Bemerkung: Der Zielraum ist R, aber das Bild ist nur
die Ebene. Die Rangformel zerlegt dim R? auf der Startseite, nicht den Zielraum.

4.6 Lineare Fortsetzung von Basiswerten

Theorem 4.6.1 (Lineare Fortsetzung von einer Basis). SeiV ein endlich dimensionaler k-Vektorraum
mit Basis

by, ..., b,

Sei W ein weiterer k-Vektorraum. Seien

beliebige Vektoren.
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Dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:Vow

mit
fb) =w; furallei=1,...,n.

Beweis.  Jedes v € V hat genau eine Darstellung

n
V= Z Aibi'
i=1

Wir definieren 0
f(V) = Z Aiwi'
i=1

Diese Definition ist wohldefiniert, weil die Koeffizienten A4, ..., A, eindeutig sind.
Die Abbildung ist linear: Seien

n n
V= Z Aibi und u= Z ﬂibi-
i=1 i=1

Dann ist

av+ fu = Zn:((x)ti + Bu)b;.
i=1
Also gilt
flav + pu) = Z(a)ti + Buw; = af(v) + Bf(w).
i=1

Damit ist flinear.
Auflerdem gilt fiir jedes j:

f (bj) = W
Die Eindeutigkeit folgt aus Theorem 4.3.1. Denn eine lineare Abbildung ist durch ihre Werte

auf einer Basis eindeutig festgelegt. O

Korollar 4.6.2 (Endlich dimensionale Vektorrdume gleicher Dimension sind isomorph). Seien V
und W endlich dimensionale k-Vektorrdume. Dann gilt:

V=W < dim)=dim(W).

Beweis.  Die Richtung von links nach rechts ist genau Korollar 4.5.2.
Fir die Rickrichtung gelte
dim(V) = dim(W) = n.

Sei
by,....b,

eine Basis von V, und sei
C15.-e5Cp

eine Basis von W.
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Nach dem Satz iiber lineare Fortsetzung gibt es genau eine lineare Abbildung
f:Vow
mit
fb) =¢ furallei=1,...,n.

Wir zeigen, dass fbijektiv ist.
Surjektivitat: Da ¢y, ..., ¢, eine Basis von W ist, erzeugen diese Vektoren W. Da alle ¢; im Bild
von fliegen, gilt
Bild(f) = W.

Injektivitat: Sei .
v=Y Ab
i=1
und gelte
fv)=o.
Dann ist

0= f(V) = i Aici'
i=1

Dacy,...,c, linear unabhéngig sind, folgt

Also ist

Damit ist
Kern(f) = {0}.

Nach Lemma 4.5.8 ist finjektiv.
Somit ist fbijektiv und linear. Nach Lemma 4.1.9 ist fein Isomorphismus. Also gilt

V=Ww. OJ

Bemerkung 4.6.3 (Strategischer Punkt). Sobald man zwei Basen gleicher Lange hat, kann man
den einen Vektorraum isomorph auf den anderen abbilden, indem man die erste Basis auf die
zweite schickt.

Damit ist die Dimension eine vollstandige Klassifikation endlich dimensionaler Vektorraume
iiber einem festen Korper. In diesem Sinne ist k" der ,einzige” n-dimensional Vektorraum. Es ist
aber oft sehr niitzlich im originalen Vektorraum zu bleiben.
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Kapitel 5

Koordinaten und Basiswechsel

5.1 Konjugation: umbenennen, anwenden, zuriickbenennen

In diesem Kapitel geht es um eine einzige Frage:

Was dndert sich, wenn wir dieselbe Sache in einer anderen Sprache beschreiben — und was bleibt
gleich?

Diese Frage ist uns schon mehrfach begegnet. Die Symmetrien des Dreiecks und die Permu-
tationen seiner Ecken sind ,dasselbe in zwei Sprachen® (Leitbeispiel 2.1.50). Die Anzeige der
Messstation beschreibt ein Signal durch drei Zahlen (Leitbeispiel 3.3.6). Und im Kapitel iiber
lineare Abbildungen haben wir gesehen, dass jeder n-dimensionale Vektorraum isomorph zu k"
ist — aber auf viele verschiedene Weisen.

Solange wir nur Objekte ibersetzen, ist das alles harmlos. Interessant wird es, wenn wir
Abbildungen Gibersetzen: Wie sieht eine Drehung aus, wenn man das Koordinatensystem wechselt?
Wie sieht eine Permutation aus, wenn man die Objekte umnummeriert? Die Antwort der Algebra
auf diese Frage ist immer dieselbe Formel, und sie hat einen Namen: Konjugation. Wir haben sie
in Definition 2.1.53 bereits kennengelernt: Das Konjugat von h mit g ist

-1
g o h o g s
gelesen von rechts nach links:
erst mit g_l zuriickiibersetzen, dann h anwenden, dann mit g wieder voriibersetzen.

Das Konjugat ist die Handlung A, verpflanzt in eine andere Darstellung, an einen anderen Ort, in
eine andere Sprache. In diesem Abschnitt tiben wir diese Denkfigur an Gruppen — und l6sen dabei
ein offenes Versprechen aus dem Kapitel iiber das Vorzeichen ein. Ab dem néchsten Abschnitt
bauen wir dann die lineare Version auf: Koordinaten, Matrizen und schlie8lich den Basiswechsel.

Dieser erste Abschnitt vertieft Stoff iiber Gruppen, Permutationen und das Vorzeichen. Wer
nur die lineare Algebra braucht, kann die Kernidee (,umbenennen, anwenden, zuriickbenennen®)
mitnehmen und ab dem néchsten Abschnitt einsteigen.

Leitbeispiel 5.1.1 (Der Roboter und die Kiste). In einer Lagerhalle arbeitet ein Roboter. In
der Halle steht eine Kiste, und der Roboter beherrscht einige Handlungen: Er kann die Kiste
verschieben, ihren Deckel umklappen, und an der Packstation steht eine Anlage, die eine dort
stehende offene Kiste mit drei Paketen befiillt. Handlungen werden nacheinander ausgefiihrt,
und jede Handlung soll sich riickgéngig machen lassen — die Handlungen verhalten sich also wie
Elemente einer Gruppe, verkniipft durch Hintereinanderausfithrung.

Erste Szene: die Kiste steht im Lager, nicht an der Packstation. Die Befiillanlage kann
nur an der Packstation arbeiten. Der Roboter 16st das Problem so:
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1. T: schiebe die Kiste vom Lager zur Packstation,
2. F: lasse die Anlage die Kiste befiillen,
3. T~L: schiebe die Kiste zuriick ins Lager.
Als Verkettung gelesen (rechts steht, was zuerst passiert) ist das
Tl oFoT,

ein Konjugat von F (in der Rolle des g aus g o h o g~! steht hier g = T~! — welche Seite das
Inverse tragt, hiangt also davon ab, was man g nennt; entscheidend ist die Leserichtung ,rechts
zuerst®, nicht die Position des Strichs). Die Formel listet die drei Schritte damit in umgekehrter
Reihenfolge zur Aufzahlung oben. Sein Gesamteffekt: Die Kiste steht wieder an ihrem alten Platz
— aber befiillt. Das Konjugat verhalt sich im Lager exakt so, wie sich Fan der Packstation verhalt:
Es ist F, an einen anderen Schauplatz verpflanzt. Man beachte dabei: Verpflanzt heiflt verdndert
— das Konjugat ist eine andere Handlung als F selbst. F befillt Kisten an der Packstation; das
Konjugat befiillt, unterm Strich, Kisten im Lager, wo der Roboter gar keine Befiillanlage besitzt.

Zweite Szene: der Deckel. Dieselbe Figur, noch eine Spur verbliiffender. Sei K die Handlung
»klappe den Deckel um® (aus offen wird zu, aus zu wird offen; insbesondere ist K 1= K)und F
wie oben das Befiillen der offenen Kiste. Das Konjugat

Ko.F-K

liest sich von rechts nach links: Deckel aufklappen, Pakete hineinlegen, Deckel wieder zuklappen.
Der Gesamteffekt: Die Pakete sind in der geschlossenen Kiste gelandet. Kein einzelner Handgriff des
Roboters kann das — durch einen geschlossenen Deckel kann man nichts legen. Das Konjugat ist
F, verpflanzt in die Welt der zugeklappten Kisten.

In beiden Szenen ist das Konjugat also etwas Neues, verschieden von F. Nach Lemma 2.1.56
— ,g°hog™! = hgilt genau dann, wenn g und h kommutieren — muss das so sein, denn die
beteiligten Handlungen kommutieren jeweils nicht mit F: ,Erst befiillen, dann zur Packstation
schieben® lasst die Kiste leer (im Lager arbeitet keine Anlage), ,erst schieben, dann befiillen® nicht.
Und ,erst zuklappen, dann befillen® scheitert am Deckel, ,erst befiillen, dann zuklappen® nicht.

Dritte Szene: das Foto. Wann dndert Konjugieren ausnahmsweise nichts? Sei D die Handlung
,drehe die Kiste um eine Vierteldrehung um ihre Hochachse” und F’ die Handlung ,fotografiere
die Kiste von oben und lege das Foto ins Archiv®. Das Konjugat

D leF oD

— drehen, fotografieren, zuriickdrehen — lasst die Kiste am Ende exakt so stehen wie zuvor und
legt ein Foto der gedrehten Kiste ins Archiv. Die Handlung F’ allein legt ein Foto der ungedrehten
Kiste ab. Die beiden Abldufe hinterlassen also genau dann ununterscheidbare Spuren — wir
gehen idealisiert davon aus, dass das Drehen der Kiste selber beispielsweise keine Schleifspuren
hinterlasst, und dass die Handlungen des Roboters nicht mitgeschrieben werden — wenn die Kiste
von oben betrachtet nach der Vierteldrehung genauso aussieht wie vorher — wenn sie symmetrisch
ist. Und das ist nach Lemma 2.1.56 genau die Aussage, dass Drehen und Fotografieren kommutieren:
Bei einer symmetrischen Kiste ist es egal, ob man erst dreht und dann fotografiert oder umgekehrt.
Die Symmetrie eines Objekts ist also keine Zusatzidee, sondern exakt die Bedingung, unter der
ein Konjugat mit dem Original zusammenfillt. Diese Lesart kehrt am Ende des Abschnitts als
physikalischer Symmetriebegriff wieder.

Eine ehrliche Fufinote zur Modellierung: Wer die Handlungen wirklich als Gruppe fassen will,
nimmt die Menge Z aller Lagerzustinde (Position und Ausrichtung der Kiste, Deckel offen oder zu,
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Inhalt — und fiir die dritte Szene das Fotoarchiv) und modelliert Handlungen als Permutationen
von Z, also als Elemente der symmetrischen Gruppe Sym(Z) — der Gruppe aller Permutationen
(umkehrbaren Selbstabbildungen) von Z. Dazu muss man idealisieren: Jede Handlung muss auf
jedem Zustand erklart und umkehrbar sein — ,befiille die offene Kiste® etwa erklaren wir auf
geschlossenen Kisten als ,tue nichts®, ihre Umkehrung nimmt die drei Pakete wieder heraus,
und die Umkehrung des Fotografierens entfernt das oberste Foto wieder aus dem Archiv. Fir die
Anschauung braucht man diese Buchhaltung nicht, aber es ist gut zu wissen, dass sie moglich ist.

Nun das angekiindigte allgemeine Prinzip. Es ist fast schon eine Trivialitat — und genau deshalb
so niitzlich.

Lemma 5.1.2 (In abelschen Zielgruppen verschwindet die Konjugation). Seien G und H Gruppen
und sei
9p: G- H

ein Gruppenhomomorphismus. Ist H abelsch (das heifSt kommutativ) — zur Erinnerung: dass ¢ ein
Homomorphismus ist, heifit p(xy) = p(x)p(y) —, dann gilt fiir alle g,h € G:

v (ghg™) = o(h).
Ein Homomorphismus in eine abelsche Gruppe kann konjugierte Elemente nicht unterscheiden.

Beweis.  Da ¢ ein Homomorphismus ist und Homomorphismen Inverse erhalten, gilt

0 (ghg™) = p(g) p(h) p(g)".

Da H abelsch ist, diirfen wir die Faktoren vertauschen:

o(g) p(h) ()™ = o(g) w(g)~" w(h) = (h). O

Bemerkung 5.1.3 (Warum das bemerkenswert ist). In G selbst kann Konjugation viel verandern
— der Roboter aus Leitbeispiel 5.1.1 hat mit einem Konjugat Pakete in eine geschlossene Kiste
gezaubert, und im Dreieck dreht Konjugation die Spiegelachsen weiter. Das Lemma sagt: Sobald
man durch die Brille eines Homomorphismus in eine abelsche Gruppe schaut, wird all diese
Bewegung unsichtbar. Abelsche Messwerte sind konjugationsblind. Wer also eine Grof3e sucht, die
nicht von der Darstellung abhéngt, sollte nach Homomorphismen in abelsche Gruppen Ausschau
halten. Genau eine solche Groé3e kennen wir schon: das Vorzeichen.

Das Vorzeichen hiangt nicht von der Nummerierung ab
Im Kapitel iiber das Vorzeichen blieb ein Unbehagen zuriick. Die Definition
signumo = H M
1<$<jsn 1T

rechnet mit den Zahlenwerten der Elemente 1,...,n. Aber Permutationen gibt es von jeder n-
elementigen Menge X: von den Ecken eines Dreiecks, von den Teilnehmern eines Turniers. Um
die Formel anzuwenden, muss man die Elemente von X erst durchnummerieren — und niemand
hat uns garantiert, dass verschiedene Nummerierungen dasselbe Vorzeichen liefern. Jetzt konnen
wir diese Garantie beweisen.
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Definition 5.1.4 (Nummerierung). Sei X eine Menge mit n Elementen. Eine Nummerierung von
X ist eine bijektive Abbildung
A: X —-{1,..,n}.

Lemma 5.1.5 (Umnummerieren ist ein Isomorphismus). Sei X eine Menge mit n Elementen und
sei A : X — {1,...,n} eine Nummerierung. Dann ist

cq s Sym(X) = S,, o+ Aego Al
ein Isomorphismus von Gruppen.

Beweis.  Zuerst priifen wir, dass c, iiberhaupt in S, landet: A o o o A™! ist eine Verkettung
bijektiver Abbildungen {1,...,n} - X — X — {1,...,n}, also eine Permutation von {1, ..., n}.
c4 ist ein Homomorphismus: Fiir 0, 7 € Sym(X) gilt

o = o o -1 o oT o -1 = o oT o -1 = o
cplo)ocy(t)=Aoco A . Aoro A Aogoro A cplo e 7).
=ldx

cy ist bijektiv, denn
S, = Sym(X), pr A lepoA

ist eine Umkehrabbildung (einsetzen und kiirzen wie eben). Nach Lemma 2.1.45 ist ¢4 ein Isomor-
phismus. =

Bemerkung 5.1.6. Die Formel A oo o A™! hat dieselbe Gestalt wie die Konjugationsformel aus
Definition 2.1.53 — nur dass A hier zwischen zwei verschiedenen Mengen tibersetzt — streng
genommen also keine Konjugation innerhalb einer Gruppe, sondern der Transport der Struktur
langs des Isomorphismus A; fiir den Beweis unten brauchen wir ohnehin nur die echte Konjugation
in S,,. Die Lesart ist dieselbe: Nimm eine Nummer, iibersetze sie zuriick in ein Element von X,
wende o an, und tibersetze das Ergebnis wieder in eine Nummer. c4 (o) ist ,,0, erzahlt in Nummern®.

Theorem 5.1.7 (Homomorphismen in abelsche Gruppen sind nummerierungsblind). Sei X eine
Menge mit n Elementen, und seien

AB: X—{1,..,n}
zwei Nummerierungen von X. Sei H eine abelsche Gruppe und
0:5 —H
ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt
peocCpa=@eCp

Das heif3t: Fiir jede Permutation o € Sym(X) liefert ¢, angewendet auf die durchnummerierte Version
von o, dasselbe Ergebnis — ganz gleich, mit welcher Nummerierung man arbeitet.

Beweis.  Die beiden Nummerierungen unterscheiden sich nur um eine Permutation der Num-
mern: Setze
T:=A-BL

Das ist eine bijektive Abbildung {1,...,n} — {1,...,n}, also ein Element von S,,.
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Sei nun o € Sym(X) beliebig. Dann gilt
ca(0)=Acco Al =(AoB oe(BogoB o(Boe A ) =r0cglo)er L.

Wir haben nur B! o B = Idy eingeschoben. Die beiden durchnummerierten Versionen von o sind
also konjugiert in S,,. Nach Lemma 5.1.2 folgt

¢(ca(@) = p(rocp(0) e 77") = p(cp(0)). O

Korollar 5.1.8 (Das Vorzeichen einer Permutation beliebiger Objekte). Sei X eine Menge mitn
Elementen und o € Sym(X). Dann hat

signum (A °ogo A_l)

fiir jede Nummerierung A von X denselben Wert. Wir diirfen diesen Wert das Vorzeichen von o
nennen und signum o schreiben. Da c4 ein Isomorphismus ist, ist das so erkldrte signum : Sym(X) —
({—1,+1},-) selbst ein Gruppenhomomorphismus — insbesondere multiplikativ: signum(c o 7) =
signum(o) signum(r).

Beweis. Das Vorzeichen
signum : S, —» ({-—1,+1},-)

ist ein Gruppenhomomorphismus, und die zweielementige Gruppe {—1, +1} ist abelsch. Nach
Theorem 5.1.7 ist signum - ¢4 unabhéngig von A. O]

Beispiel 5.1.9 (Das Dreieck, ohne Beschriftung). Fiir die Symmetrien des Dreiecks hatten wir das
Vorzeichen geometrisch gedeutet: signum = +1 fiir die Drehungen, signum = —1 fiir das Umklap-
pen. Ob ein Dreieck umgeklappt wird, sieht man ihm an — dazu muss niemand die Ecken mit 1, 2,3
beschriften. Die geometrische Deutung erzwingt also, dass das Vorzeichen von der Beschriftung
unabhéngig ist. Das Korollar bestatigt das und erklért zugleich den Mechanismus dahinter: Zwei
Beschriftungen unterscheiden sich um eine Konjugation, und in der abelschen Zielgruppe {—1, +1}
kiirzt sich jede Konjugation weg. Achtung: Der Isomorphismus ¢4 : Sym(X) — S; selbst hangt
sehr wohl von der Beschriftung ab — welcher Dreierzykel eine gegebene Drehung ist, entscheidet
die Nummerierung. Nur das Vorzeichen ist blind dafiir.

Bemerkung 5.1.10 (Symmetrie in der Physik ist eine Konjugationsaussage). Die Denkfigur
,2umbenennen, anwenden, zuriickbenennen® ist auch die algebraische Form des physikalischen
Symmetriebegriffs. Die Foto-Szene aus Leitbeispiel 5.1.1 hat ihn im Kleinen schon vorgefiihrt:
Symmetrisch ist, was man folgenlos drehen darf — Konjugat gleich Original, Drehen kommutiert
mit Fotografieren. Jetzt dasselbe im Grofiformat.

Stellen wir uns die Zeitentwicklung als Handlung vor: U bedeutet ,lasse die Physik eine Sekun-
de lang laufen®, aufgefasst als Bijektion auf den Zustdnden der Welt — dieselbe Modellierungs-
Idealisierung wie in der Fufinote zu Leitbeispiel 5.1.1, jetzt im Grof3format (dass die Dynamik
tiberhaupt umkehrbar ist, ist selbst eine physikalische Annahme). Sei C die Umbenennung ,er-
setze uiberall positive durch negative Ladungen und umgekehrt®. Ladungssymmetrie ist dann die
Behauptung

CoU-C'=U:

Alle Ladungen tauschen, die Physik laufen lassen, und wieder zuriicktauschen — das soll von
~einfach laufen lassen® nicht zu unterscheiden sein. Nach Lemma 2.1.56 ist das gleichbedeutend
mit CoU = U-C: Es ist egal, ob man erst umbenennt und dann die Zeit laufen lasst oder umgekehrt.
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Genauso ist Translationssymmetrie die Aussage V o U o V™1 = U fiir die Umbenennung V, die die
ganze Welt um einen festen Vektor verschiebt: Die Naturgesetze sind hier dieselben wie einen
Meter weiter links.

Zwei Dinge sind daran bemerkenswert. Erstens: Eine Symmetrie ist keine Eigenschaft der
Umbenennung allein, sondern eine Aussage iiber das Zusammenspiel von Umbenennung und
Dynamik — nédmlich dass die Konjugation die Dynamik nicht dndert. Zweitens: Solche Aussagen
konnen falsch sein. Die Ladungssymmetrie galt lange als selbstverstandlich, wird aber von der
schwachen Wechselwirkung tatsichlich verletzt — ob C o U o C™! = U gilt, ist eine experimentelle
Frage, keine Formsache. Die Algebra stellt hier nur die Sprache bereit, in der man die Frage prazise
stellen kann.

Damit ist die Denkfigur dieses Kapitels aufgebaut: Konjugation transportiert Verhalten von
einer Darstellung in eine andere, und konjugationsblinde Gréfien sind Eigenschaften der Sache
selbst, nicht ihrer Beschreibung. In der linearen Algebra heifit ,eine Darstellung wihlen®: eine
Basis wihlen. Der Rest des Kapitels fiihrt das aus — erst fiir Vektoren (Koordinaten), dann fiir
lineare Abbildungen (Matrizen), und schlief3lich fiir den Wechsel zwischen zwei Basen.

5.2 Koordinatenvektoren

Sei k ein Korper und sei V ein endlich dimensionaler k-Vektorraum.

Eine Basis von V haben wir bisher als System by, ..., b, geschrieben. Ab jetzt spielt zusitzlich
die Reihenfolge eine Rolle: Wer Koordinaten als Zahlenspalte notiert, muss wissen, welche Zahl
zu welchem Basisvektor gehort. Wir schreiben Basen darum als Tupel

B= (bl’ ,bn)

und meinen damit eine Basis mit festgelegter Reihenfolge. Als Menge betrachtet ist B dieselbe
Basis wie zuvor; alle bisherigen Satze iiber Basen — insbesondere die Existenz und Eindeutigkeit
der Darstellung (Lemma 3.3.3) — gelten unverindert. Neu ist allein, dass die Reihenfolge festliegt:
erst dadurch wird der Koordinatenvektor eine wohlbestimmte Zahlenspalte.

Definition 5.2.1 (Koordinatenvektor). Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum, und sei
B = (by,...,b,) eine Basis von V. Ist v € V, dann gibt es eindeutige Skalare Ay, ..., A, € k mit

V= Albl + -+ Anbn .

Der Spaltenvektor

heifit der Koordinatenvektor von vbeziiglich der Basis B.

Bemerkung 5.2.2. Die Existenz und Eindeutigkeit der Skalare ist genau Lemma 3.3.3: Jeder Vektor
hat beziiglich einer Basis genau eine Darstellung als Linearkombination. Ohne die Eindeutigkeit
wire ,der” Koordinatenvektor gar nicht definiert. Man beachte die Notation: Die Basis steht als
Index am Koordinatenvektor. Koordinaten sind immer Koordinaten beziiglich einer Basis, und die
Notation zwingt uns, die gewahlte Sprache dazuzusagen.

Beispiel 5.2.3 (Die Standardbasis: nichts Neues im k™). Sei E = (ey, ..., e,) die Standardbasis von
k". Fur

e k"

<
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gilt
vV ="vie + -+ Wnéns

also
[v]g = v.

Im k" mit der Standardbasis ist jeder Vektor sein eigener Koordinatenvektor. Genau deshalb
iibersieht man leicht, dass auch hier schon eine Basiswahl im Spiel ist: Die Eintrige von v sind
Koordinaten — beziiglich der Standardbasis.

Beispiel 5.2.4 (Eine schiefe Basis in der Ebene — und wie man Koordinaten ausrechnet). In R?

betrachten wir die Basis
. 1 1
B:(bl,bz) mit b1:(1>,b2:(_1>.

(b1, by sind keine Vielfachen voneinander, also linear unabhangig; zwei linear unabhéngige Vekto-
ren in einem zweidimensionalen Raum sind eine Basis.)

Was ist der Koordinatenvektor von
5
()
beziglich B? Wir suchen A, A, mit
1 1 5
w(i) ()= )
Komponentenweise gelesen ist das ein Gleichungssystem:

/11"1‘/12:5, /11—/12:1.

Addieren liefert 24; = 6, also A; = 3 und A, = 2. Also

s = ()

Merke: Koordinaten ausrechnen heifit, ein lineares Gleichungssystem lésen — die Basisvektoren
stehen (als Standardkoordinaten) in den Spalten, der Vektor auf der rechten Seite. Und zur

5
Erinnerung: v = (1) selbst ist bereits [v]g — derselbe Vektor, nur in einer anderen Sprache als

[v]g = (2) Hier ging es mit bloflem Hinsehen; ein systematisches Verfahren fiir grofie Systeme

entwickeln wir im nachsten Kapitel.

Beispiel 5.2.5 (Polynome: dieselbe Funktion, zwei Befragungen). Sei P, der Vektorraum der
reellen Polynome vom Grad hochstens 2. Die Monombasis ist

B=(1, x, x°).

Fiir p = 4 + 3x — x? liest man die Koordinaten direkt ab:
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Nun eine zweite Basis, die um die Stelle 1 herum gebaut ist:
B =(1, (x-1), (x—1)?).

(Auch das ist eine Basis: Substituiert man y = x — 1, wird aus B’ die Monombasis in y — jedes
Polynom vom Grad hochstens 2 hat also genau eine Darstellung.) Wir suchen a, b, ¢ mit

443x—x>=a+blx—1)+c(x—1)>2
Ausmultiplizieren der rechten Seite ergibt
(a=b+c)+(—2c)x+cx>
Koeffizientenvergleich:
c=-1, b—2c=3 = b=1, a—-b+c=4 = a=6.

Also
6

[plp = 1
-1
Die neuen Koordinaten sind keine willkiirlichen Zahlen — sie beantworten Fragen tiber das
Verhalten von p an der Stelle 1:

a=p(1)=6, b=p(1)=3-2-1=1, c:%p”(l):—l.

Das ist kein Zufall, sondern der Anfang der Taylorentwicklung aus der Analysis. Die Moral: Eine
Basis ist eine Befragung des Vektors. Die Monombasis fragt nach den Koeffizienten, die verscho-
bene Basis fragt nach Wert, Steigung und Kriimmung bei 1. Derselbe Vektor, zwei Antworten —
je nachdem, welche Fragen man stellt.

Leitbeispiel 5.2.6 (Die Messstation liest Koordinaten ab). Jetzt kénnen wir aussprechen, was in
Leitbeispiel 3.3.6 schon die ganze Zeit passiert ist. Die Station lauscht mit drei Detektoren auf die
Frequenzen ¢, ¢y, c3 und lebt im Raum

W = Span(s,,, s, Sc,)
mit der Basis
B = (8¢5 Sey Sc3)-
Empfingt sie ein Signal v € W, dann zeigt sie das Tripel (1;, A, A3) seiner eindeutigen Darstellung
an — in unserer neuen Sprache:

Anzeige der Station = [v]p.

Die Messstation ist eine Koordinatenabbildung.

Das ist ein allgemeines Muster, das man nicht mehr vergisst, wenn man es einmal gesehen hat:
Ein Messgerdt gibt niemals ,,den Vektor selbst“ aus, sondern immer Zahlen — Koordinaten beziiglich
einer Basis, die im Gerdt fest verbaut ist. Beim Signalraum sind das die drei Detektorfrequenzen.
Beim tibernachsten Leitbeispiel wird es dramatischer: Dort verstellt sich die verbaute Basis.
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Leitbeispiel 5.2.7 (Das Kristallgitter: Labormeter und Gitterschritte). Ein Kristall ist aus lauter
gleichen Zellen aufgebaut, die von drei Gittervektoren ay,ay,as € R aufgespannt werden. Fiir ein
konkretes Zahlenbeispiel nehmen wir (gemessen in einer Laboreinheit entlang der Standardach-
sen)

1 1 0
a = 0, dy = 1, as = 0
0 0 2

Die drei Vektoren sind linear unabhangig, also ist G = (ay, a,, a3) eine Basis des R3. Nun beschreibt
dieselbe Person zweierlei Sprachen fiir denselben Ort vim Kristall:

« Die Laborantin misst mit dem Mafistab entlang der Standardachsen:

« Der Kristallograph zahlt Gitterschritte: erst wie oft a;, dann wie oft a,, dann wie oft a;. Er

findet
1
[V]G_ 2 >
2
1 2 0 3
l-ag+2-ay+2-a3=(0)+[|2]|+10]=(2]=n.
0 0 4 4

Beide beschreiben denselben Punkt. Warum tut sich der Kristallograph die schiefe Basis an? Weil
in seiner Sprache der Kristall einfach wird: Die Atome sitzen genau an den Stellen mit ganzzahligen
Gitterkoordinaten. Was im Labor wie ein schiefes Muster aussieht, ist in Gitterkoordinaten schlicht
73. (Die Kristallographie treibt das systematisch: Richtungen und Ebenen im Kristall werden
traditionell durch kleine ganze Zahlen in Gitterkoordinaten angegeben.) Die Lehre ist dieselbe
wie beim Taylor-Beispiel: Man wdhlt die Basis so, dass das eigene Problem einfache Koordinaten
bekommt. Wie man zwischen Labor- und Gittersprache umrechnet, klaren wir im letzten Abschnitt
dieses Kapitels.

Leitbeispiel 5.2.8 (Der Schiffsmast: verdrehte Messgerite). Ein Schiff trigt an seinem Mast
zwei Ortungsgeréte: ein Radar und eine optische Kamera. Jedes Gerét ortet andere Schiffe und
meldet deren Position relativ zum Mast — als Zahlenpaar in der (horizontalen) Ebene: so viele
Meilen in Richtung des eigenen ,Voraus®, so viele in Richtung des eigenen ,Steuerbord®. In unserer
Sprache: Im Radar ist eine Basis R = (r{,r;) der Ebene verbaut (r; zeigt entlang der Radar-
Nullrichtung, r, senkrecht dazu), in der Kamera eine Basis K = (kq, ky), und gemeldet werden die
Koordinatenvektoren
[vlr beziehungsweise vk

des Ortsvektors v eines georteten Schiffs. Solange alle Gerite exakt gleich ausgerichtet sind,
stimmen die Zahlen iiberein und niemand denkt iiber Basen nach.

Dann kommt der Sturm. Die Montageringe am Mast verrutschen, die Gerite sind nun gegen-
einander verdreht — um Winkel, die niemand kennt. Ab sofort melden Radar und Kamera fur
dasselbe Schiff verschiedene Zahlenpaare:

[vIr # [v]k.
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obwohl beide denselben Vektor v orten. Kein Gerét ist kaputt — sie sprechen nur verschiede-
ne Sprachen. An den Mast kommt auf See niemand heran. Die Frage dieses Kapitels, in ihrer
praktischsten Form:

Kann man die Verdrehung rein rechnerisch riickgdngig machen — also die Radardaten in
Kamerasprache umrechnen, ohne ein einziges Gerdt anzufassen?

Die Antwort ist ja, und sie besteht aus einer einzigen Matrix. Wir 16sen das im letzten Abschnitt
dieses Kapitels auf.

Die Zuordnung v — [v]pg verdient einen genaueren Blick. Sie ist nicht irgendeine Buchhaltung,
sondern selbst eine lineare Abbildung — und zwar eine besonders gute.

Lemma 5.2.9 (Die Koordinatenabbildung ist ein Isomorphismus). Sei V ein k-Vektorraum mit
Basis B = (by, ..., by). Dann ist die Koordinatenabbildung

g : VoK' ve [v]p
ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Insbesondere gilt
[v+wlg=[vlg+[wlpg und [W]p=2A[v]p
firallev,w € Vund A € k, sowie

(b)) =¢; firj=1,..,n

Beweis.  Wir betrachten die Abbildung in die andere Richtung:

A
Yg: k" >V, e Ay o+ Ay
An

Diese Abbildung ist linear (Addieren und Skalieren von Koeffizienten vertragt sich mit Addieren
und Skalieren von Linearkombinationen). Nach Lemma 3.3.3 hat jedes v € V genau eine Darstellung
als Linearkombination der b;. Das heifSt: ¥ ist surjektiv (mindestens eine Darstellung) und injektiv
(hochstens eine Darstellung), also bijektiv. Nach Lemma 4.1.9 ist ¥g ein Isomorphismus.

Die Koordinatenabbildung @5 ist genau die Umkehrabbildung von ¥g: Sie schickt v auf das
eindeutige Koeffiziententupel seiner Darstellung. Als Umkehrabbildung eines Isomorphismus ist
®p selbst linear und ein Isomorphismus.

Schlief3lich ist

bj=0-by+-+1:bj+-+0-by,

also [b;]g = e;. O

Bemerkung 5.2.10 (Der Vektor ist das Ding — die Koordinaten sind seine Beschreibung). Das
Lemma prézisiert den ,strategischen Punkt® vom Ende des Kapitels iiber lineare Abbildungen:
Jeder n-dimensionale k-Vektorraum ist isomorph zu k" — aber nicht auf eine einzige, gottgegebene
Weise. Jede Basis B liefert ihren eigenen Isomorphismus ®g. Eine Basis wihlen heif3t also: eine
Ubersetzung in die Zahlenwelt k" wihlen.

Daraus folgt die wichtigste Warnung dieses Kapitels: Koordinaten sind nie absolut. Der Vektor
vexistiert ohne jede Basis — der Pfeil im Raum, das Signal im Ather, das Polynom als Funktion.
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Seine Koordinaten dagegen sind eine Beschreibung relativ zu einer gewdhlten Sprache, und in
verschiedenen Sprachen sehen sie verschieden aus:

[ple=1| 3 |. [plp =1 1
-1 -1

beschreiben dasselbe Polynom. Wer Koordinaten notiert, ohne die Basis dazuzusagen, produziert
genau die Verwirrung, die auf dem Schiffsmast aus Leitbeispiel 5.2.8 herrscht.

5.3 Die Matrix einer linearen Abbildung beziiglich Basen

Im Kapitel tiber lineare Abbildungen haben wir bewiesen: Jede lineare Abbildung f : k" —
k™ ist von der Form L, fiir genau eine Matrix A, und die Spalten von A sind die Bilder der
Standardbasisvektoren (Theorem 4.4.2). Dieser Satz hat zwei Liicken:

« Er redet nur tiber die Standardraume k". Was ist mit einer linearen Abbildung zwischen
beliebigen endlich dimensionalen Vektorrdumen — etwa der Ableitung auf Polynomen?
Dort gibt es keine ,Standardbasis” vom Himmel.

« Selbst im k" gibt es viele Basen — und wir werden sehen, dass eine gut gewahlte Basis
dieselbe Abbildung dramatisch einfacher beschreibt.

Die Koordinatenabbildungen aus dem letzten Abschnitt schlieflen beide Liicken: Wir beschreiben
eine Abbildung F : V — W, indem wir sagen, was sie in Koordinaten tut.
Seien im Folgenden V und W endlich-dimensionale k-Vektorraume.

Definition 5.3.1 (Matrixdarstellung zu Basen). Sei B = (by,...,b,) eine Basis von V, und sei
C = (cq, ..., Gy) eine Basis von W. Ist F : V — W linear, dann ist die Matrix von F beziiglich der
Basen B und C die Matrix

Me5(F) € k™,

deren j-te Spalte der Koordinatenvektor [F(b;)]c ist:

| |
Mcep(F) = [ [F(bDlc - [FBac |-
| |

Bemerkung 5.3.2 (Wie man das Symbol liest). Man liest Mc. g als M¢c._p: rechts die Start-
(Eingabe-)Basis B, links die Ziel- (Ausgabe-)Basis C; der Pfeil lduft, wie Matrix-mal-Vektor, von
rechts nach links.

Bemerkung 5.3.3 (Warum die Basis in der Matrix steht). Die Definition ist dasselbe Rezept wie
im Standardfall, nur konsequent in Koordinaten tibersetzt:

Schicke jeden Basisvektor durch F und schreibe das Ergebnis — in der Sprache der Zielbasis — als
Spalte auf.

Die Matrix ist also ein Protokoll: Spalte j protokolliert das Schicksal von b;. Mehr muss man nicht
festhalten, denn eine lineare Abbildung ist durch ihre Werte auf einer Basis vollstindig bestimmt
(Korollar 4.3.2). In der Notation Mc_p steht der Pfeil fiir die Richtung der Ubersetzung: Die Matrix
nimmt B-Koordinaten entgegen und liefert C-Koordinaten. Das macht der folgende Satz prizise.
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Theorem 5.3.4 (Die Matrixdarstellung rechnet in Koordinaten). Seien B, C und F wie in Definiti-
on 5.3.1. Dann gilt fiir jedesv € V:

[F(W)]c = Mcp(F) [v]p. (1)
Auferdem ist Mo, g(F) die einzige Matrix mit dieser Eigenschaft.

Beweis.  Seiv € V mit Basisdarstellung
v=Aby + -+ Ay, also [vlg =

Da Flinear ist, gilt
F(V) = /11F(b1) + -+ AnF(bn)

Da die Koordinatenabbildung ®¢ linear ist (Lemma 5.2.9), folgt

[FW]c = M[F(bD)]c + -+ + A[F(bn)]c.

Rechts steht eine Linearkombination der Spalten von M := Mc g(F) mit den Koeffizienten A;.
Genau das ist das Matrixprodukt: Nach Lemma 4.4.1 ist Me; die j-te Spalte von M, und da Ly
linear ist (Lemma 4.2.8), gilt

M[vlg = M(Ae; + - + Ae,) = AyMeq + -+ + A, Me,,.

Beide Seiten stimmen also tiberein, und () ist bewiesen.
Zur Eindeutigkeit: Erfiillt eine Matrix M’ ebenfalls [F(v)]- = M’[v]p fiir alle v, dann setzen
wir v = b; ein. Wegen [b;]5 = ¢; folgt

M’e; = [F(by]c.

die j-te Spalte von M’ ist also [F(b;)]c. Damit sind alle Spalten von M’ festgelegt, und es gilt
M’ = Me_p(F). 0

Bemerkung 5.3.5 (Was diese Matrix tut: eine Konjugation). Die Matrix M. g(F) ist nicht die
Abbildung F selbst. Sie ist die Beschreibung von Fin Koordinaten. Man startet mit Koordinaten
beziiglich B, wendet die Matrix an, und erhélt Koordinaten beziiglich C. Als Diagramm, mit den
Koordinatenabbildungen ®5 und ¢, aus Lemma 5.2.9:

F

(DBi lq)c

kK" —— k™

L Mcp(F)

Es sagt: Erst abbilden und dann Koordinaten nehmen ist dasselbe wie erst Koordinaten nehmen
und dann mit der Matrix multiplizieren. Als Gleichung geschrieben:

— —1
Loy = @co Fo 0.

Von rechts nach links gelesen ist das die Denkfigur aus dem ersten Abschnitt: Ubersetze die
Koordinaten zuriick in einen Vektor (<I>]§1 ), wende F an, iibersetze das Ergebnis wieder in Koordinaten

@c).
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Angenommen nun G : V — Vist eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V in sich
selber. Und wir wahlen auf dem Definitions- und Wertebereich dieselbe Basis D. Dann gilt

— -1
Latpp6) = @D G Pp -

Die Matrixdarstellung ist ein echtes Konjugat von G — anders als im allgemeinen Fall F : V —
W, wo vorne und hinten verschiedene Koordinatenabbildungen stehen und wir nur von einer
»Denkfigur” sprachen, steht hier vorne und hinten dasselbe &, — dieselbe Abbildung, verpflanzt
in die Koordinatenwelt.

Beispiel 5.3.6 (Konsistenz-Check: die Standardbasen). Sei f : k" — k™ linear. Sei E die Stan-
dardbasis von k" und E’ die Standardbasis von k. Wegen [w]g = wfiir alle w € k" ist die j-te
Spalte von Mg:_g(f) einfach f(e;) — also genau die Matrix aus Theorem 4.4.2. Die alte Theorie
ist der Spezialfall ,beide Basen sind die Standardbasen® der neuen.

Beispiel 5.3.7 (Ableiten ist Matrixmultiplikation). Sei P, der Raum der Polynome vom Grad
hochstens 2 und P; der vom Grad hochstens 1. Die Ableitung

D:P—P, prp

ist linear. Wir wihlen die Monombasen B = (1, x, x?) von P, und C = (1, x) von P; und protokol-
lieren die Basisvektoren:

D(1) =0, D(x) =1, D(x?) = 2x.

In C-Koordinaten sind das die Spalten (g) ((1)) (O) also

2
01 0
Mc&B(D):(O ! 2).

Probe mit p = 4 + 3x — x?, also [p]g = (4,3, 1) als Spalte:

(0 1 o) ;1 3 ( 3 )
0 0 2/\ 1 -2
und tatsdchlich ist p’ = 3 — 2x. Das Ableiten von Polynomen ist also — sobald man Basen

gewihlt hat — eine Matrixmultiplikation. Genau so behandeln Computeralgebrasysteme solche
Operationen: Sie speichern Koordinatenvektoren und multiplizieren Matrizen.

Beispiel 5.3.8 (Dieselbe Drehung, zwei Matrizen). Die Vierteldrehung
e ()-(2)
y x
hat beziiglich der Standardbasis E die Matrix

My p(R) = (‘1) ‘01).

1 1
Nun nehmen wir die schiefe Basis B = (b, by) mit by = (1>, by = (_1> aus Beispiel 5.2.4 und

protokollieren neu:
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Also

Mp_5(R) = (_01 3)

Dieselbe Abbildung, zwei verschiedene Matrizen — die Eintrage einer Matrixdarstellung sind
also keine Eigenschaften der Abbildung allein, sondern hangen an der gewahlten Basis. (Dass
sich die beiden Matrizen hier nur um Vorzeichen unterscheiden, liegt daran, dass B gegeniiber E
gedreht und gespiegelt ist — in der B-Sprache dreht R ,andersherum®.) Welche Gréfien von der
Basis unabhdngig sind, ist damit eine echte Frage — wir kommen am Ende des Kapitels darauf
zuriick.

Leitbeispiel 5.3.9 (Der Schattenwurf in angepasster Basis). Jetzt der versprochene Grund, iiber-
haupt fremde Basen anzufassen. Wir holen die Schattenabbildung aus Leitbeispiel 4.1.5 zurtick:

P: R} RS, P(x,y,z)=(x+2z, y+z 0),

mit Sonnenrichtung d = (1,1, —1). Beziiglich der Standardbasis war ihre Matrix

1
ME(—E(P) =|0
0

S = O

1
1
0

Man sieht ihr wenig an.
Nun wihlen wir eine Basis, die zur Geometrie des Schattenwurfs passt: zwei Richtungen im
Boden und die Sonnenrichtung,
B =(ey, e, d).

(Das ist eine Basis: Eine Linearkombination A;e; + Aye; + A3d = 0 hat als dritte Komponente
—A3 = 0, und dann folgt sofort A; = A, = 0.) Das Protokoll ist jetzt reine Anschauung:

P(ey) = ey, P(ey) = e, P(d) =0,

denn Bodenpunkte sind ihr eigener Schatten, und die Sonnenrichtung ist genau der Kern. In
B-Koordinaten heif3t das [P(e;)]g = e;, [P(ey)]5 = €y, [P(d)]5 = 0, also

S = O
oS O O

1
MB<—B(P) =10
0

Diese Matrix ist eine Inhaltsangabe der Abbildung: ,behalte die erste Richtung, behalte die zweite,
dricke die dritte platt.“ Kern und Bild kann man ablesen, und auch P - P = P ist keine Rechnung
mehr wert — fiir Diagonalmatrizen quadriert man einfach die Diagonale, und 12=1,0%=0.

Merke: Der Vektorraum wird durch einen Basiswechsel nicht einfacher — aber die Beschreibung der
Abbildung kann es werden. Die Kunst besteht darin, die Basis aus den geometrisch bedeutsamen
Richtungen der Abbildung selbst zusammenzusetzen. Diese Kunst systematisch zu betreiben ist
das Thema des Kapitels tiber Eigenwerte und Eigenvektoren.

Ein ehrlicher Vorbehalt: Nicht jede Abbildung ldsst sich so weit vereinfachen. Dass tiberhaupt
eine Basis aus geometrisch bedeutsamen Richtungen existiert, ist selbst eine Bedingung, keine
Selbstverstindlichkeit — die Scherung (' %) etwa ist zu keiner Diagonalmatrix dhnlich. Das
Kapitel iiber Eigenwerte zeigt, wann die Vereinfachung gelingt und wann nicht.

Zum Abschluss dieses Abschnitts kldren wir, wie sich Matrixdarstellungen mit dem Verketten
von Abbildungen vertragen. Die Antwort ist der eigentliche Grund, warum die Matrixmultiplika-
tion so definiert ist, wie sie definiert ist.
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Lemma 5.3.10 (Matrix einer Verkettung). Seien F : V — Wund G : W — U lineare Abbildungen
zwischen endlich-dimensionalen k-Vektorrdumen. Sei B eine Basis von V, sei C eine Basis von W, und
sei D eine Basis von U. Dann gilt

Mpc(G) - Mcp(F) = Mpp(G e F).

Beweis.  Seiv € V. Dann gilt nach Theorem 5.3.4 zuerst

[F(W]e = Mcp(F) [v]p

und danach
[GF(W)]p = Mpc(G) [F(W)]c.-
Zusammen ergibt das
[(G > F)(W)]p = Mpc(G) Mcp(F) [v]p.

Die Matrix Mp. ~«(G)Mc.g(F) rechnet also fiir G » F in Koordinaten. Nach der Eindeutigkeit in
Theorem 5.3.4 ist sie damit die Matrix von G o F beziiglich B und D. O

Bemerkung 5.3.11 (Merkregel: die Basen docken aneinander an). In der Schreibweise mit Pfeilen
liest sich das Lemma wie Dominosteine:

Mpc(G) - Mcp(F) = Mpp(G > F).

Innen treffen sich zweimal dieselbe Basis C — die Ausgabesprache von F muss die Eingabe-
sprache von G sein, sonst ergibt das Produkt keinen Sinn. Wer diese Regel im Kopf hat, setzt
Basiswechselformeln spéter fehlerfrei zusammen.

Und noch eine Einsicht steckt im Lemma: Im Kapitel tiber lineare Abbildungen fiel die Formel
fiir das Matrixprodukt scheinbar vom Himmel. Jetzt sehen wir ihren Sinn: Matrixmultiplikation
ist Verkettung von Abbildungen, aufgeschrieben in Koordinaten.

Definition 5.3.12 (Einheitsmatrix). Die Einheitsmatrix E, € k™" ist die Matrix, deren j-te Spalte
der Standardbasisvektor e; ist:

E,=[ -~
0 1

Sie erfullt E,v = v fur alle v € k" sowie AE, = A und E,M = M, wann immer die Produkte
definiert sind — sie ist das neutrale Element der Matrixmultiplikation. (Nicht zu verwechseln

mit der Standardbasis E: E ohne Index bezeichnet stets die Standardbasis, E, mit Index stets die
Einheitsmatrix.)

Beispiel 5.3.13 (Die Matrix des Nichtstuns). Sei B = (by, ..., b,) eine Basis von V. Welche Matrix
hat die Identitat Idy beziiglich B — zweimal derselben Basis B? Die Spalten sind
[Idy(b)]p = [b;]B =),
also
Mg pg(Idy) = E,.

Nichtstun, in ein und derselben Sprache protokolliert, ist die Einheitsmatrix. Der ganze nichste
Abschnitt beruht auf der Beobachtung, dass dieser Satz falsch wird, sobald man vorne und hinten
verschiedene Basen einsetzt.
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5.4 Basiswechsel

Jetzt sind alle Werkzeuge beisammen fiir die Frage, die diesem Kapitel den Namen gibt:
Derselbe Vektor, dieselbe Abbildung — aber eine andere Basis. Wie rechnet man um?

Die Antwort ist verbliiffend sparsam: Wir brauchen keinen einzigen neuen Begriff. Es gentigt, die
Matrixdarstellung aus dem letzten Abschnitt auf die Identitdtsabbildung loszulassen.

Definition 5.4.1 (Basiswechselmatrix). Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum, und seien
B=(by,...,b,) und B’ = (], ...,b},) zwei Basen von V. Die Basiswechselmatrix von B nach B’ ist

Mp p(Idy) € k™",
die Matrix der Identitat mit Startbasis B und Zielbasis B’.

Bemerkung 5.4.2 (Was diese Matrix tut — und warum die Basis in ihr drinsteht). Setzt man
F = Idy in Theorem 5.3.4 ein, wird aus ():

[vlp = Mp p(Idy) [v]5 firalleve V.

Die Basiswechselmatrix ist also ein reiner Ubersetzer: B-Koordinaten hinein, B’-Koordinaten
heraus — am Vektor selbst geschieht nichts. Sie ist die Matrix des Nichtstuns, protokolliert in zwei
verschiedenen Sprachen. (Mit derselben Basis vorne und hinten war das Protokoll des Nichtstuns
die Einheitsmatrix, Beispiel 5.3.13. Der ganze Witz entsteht durch die zwei Sprachen.)

Und ihre Spalten kennen wir nach Definition 5.3.1 auch: Die j-te Spalte ist

[Idy(b)]p = [bjlps

der j-te alte Basisvektor, geschrieben in der neuen Sprache. Deshalb ,steht die Basis in der Matrix
drin®. Besonders durchsichtig wird das im k" mit B’ = E (Standardbasis): Wegen [w]|g = wist dann

| |
Mg p(d) =| by - by
| |

— man schreibt schlicht die Basisvektoren als Spalten nebeneinander. Achtung: nur weil hier
B’ = E ist, sind es die Basisvektoren selbst; bei beliebiger Zielbasis stehen in den Spalten ihre
Koordinaten [bj|p in der neuen Basis.

Beispiel 5.4.3 (Die schiefe Basis in der Ebene, Teil 2). Fir B = (by, by) mit b; = (1) by, = ( ! )

aus Beispiel 5.2.4 ist

Mg 5(1d) = (i _11).

Probe mit dem dort berechneten [v]g = (z)

(1 _11) (3) - (f) = [l

wie es sein muss. Diese Richtung — von der schiefen Basis in die Standardbasis — ist geschenkt.
Die niitzliche Richtung ist aber meist die andere: Gegeben ein Vektor in Standardkoordinaten,
was sind seine B-Koordinaten? Dazu miissen wir die Ubersetzung umkehren.
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Invertierbare Matrizen

Ubersetzen kann man in beide Richtungen. Auf Matrixebene braucht das einen Begriff, den wir
hier nur so weit einfithren, wie dieses Kapitel ihn benétigt — das systematische Rechnen folgt im
nichsten Kapitel.

Definition 5.4.4 (Invertierbare Matrix). Eine quadratische Matrix A € K" heif3t invertierbar,
wenn es eine Matrix X € kK" gibt mit

AX=E, und XA=E,

Lemma 5.4.5 (Die Inverse ist eindeutig). Sei A € k™" invertierbar. Dann gibt es genau eine Matrix
B mit AB = BA = E,. Wir nennen sie die inverse Matrix von A und schreiben

Al :.=B.

Beweis.  Seien B und B’ zwei solche Matrizen. Dann gilt mit der Assoziativitat der Matrixmulti-
plikation
B = B'E, = B'(AB) = (B’A)B = E,B = B. O

Bemerkung 5.4.6. Wie man eine inverse Matrix ausrechnet, ist eine eigene Geschichte — sie
braucht das Gaulverfahren und wird im Kapitel tiber lineare Gleichungssysteme erzéhlt. In diesem
Kapitel sind alle Matrizen so klein oder so speziell, dass wir Inverse durch Hinsehen und eine
Probe finden. Die Probe geniigt dabei vollig: Wer ein B mit AB = BA = E, vorweist, hat die
Inverse gefunden.

Der erste Ertrag des Begriffs: Basiswechselmatrizen sind immer invertierbar — und ihre Inversen
sind genau die Ubersetzungen in die Gegenrichtung,.

Korollar 5.4.7 (Basiswechselmatrizen sind invers zueinander). Seien B und B’ zwei Basen eines
endlich-dimensionalen k-Vektorraums V. Dann sind die beiden Basiswechselmatrizen Mg _ g(1dy,)
und Mg g/(Idy) invertierbar, und es gilt

Mg p(Idy) = Mp . g(Idy) ™"

Beweis.  Wir wenden Lemma 5.3.10 zweimal auf Idy = Idy - Idy an. Einerseits gilt
Mg p (Idy) Mp . g(Idy) = Mp.p(ldy) = E,
nach Beispiel 5.3.13. Andererseits gilt ebenso
Mp . g(Idy) Mp g (Idy) = Mp . g (Idy) = E,.
Also sind beide Matrizen invertierbar und nach Lemma 5.4.5 invers zueinander. O

Bemerkung 5.4.8 (Hin- und Riickiibersetzung). Inhaltlich ist das Korollar keine Uberraschung:
Erst von B nach B’ ibersetzen und dann von B’ zuriick nach B muss jede Koordinatenspalte
unverandert lassen — und die Matrix, die nichts verédndert, ist E,,. Beachte, wie die Dominoregel
aus dem letzten Abschnitt die Reihenfolge kontrolliert: Innen docken zweimal dieselbe Basis an.
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Beispiel 5.4.9 (Die schiefe Basis in der Ebene, Teil 3). Fiir die Matrix aus Beispiel 5.4.3 priift man

1o\ 1t 1)_1(2 0)_,
1 -1) 2\1 1) 2\0 2) "
(und ebenso in der anderen Reihenfolge). Also ist
1 1
1 -1)°

Mg g(Id) = Mg p(Id)~! =

N | =

5
und fir unser v = ( 1) liefert die Matrix

[Vl = %(i _11) (?) - %@ ) (2)

— dasselbe Ergebnis wie das Gleichungssystem in Beispiel 5.2.4. Das ist kein Zufall, sondern der
Normalfall: Koordinaten bestimmen heift ein Gleichungssystem losen; die inverse Basiswechselmatrix
lost alle diese Gleichungssysteme auf einen Schlag.

Die Basiswechselformel

Nun zum Hauptsatz des Kapitels: Wie dndert sich die Matrix einer Abbildung, wenn man die
Basen wechselt?

Korollar 5.4.10 (Basiswechselformel). Sei F : V — W linear. Seien B, B’ Basen von V, und seien
C,C’ Basen von W. Dann gilt

Mer g/ (F) = Mer o(Idy) - Mo p(F) - Mpp(Idy) .

Beweis. ~ Wir schreiben die Abbildung als Verkettung mit zwei Identititen:
F= IdW0F ° IdV .

Nun wenden wir zweimal Lemma 5.3.10 an und wahlen die Basen so, dass sie innen aneinander
andocken: rechts die Identitat mit Basen B’ und B, in der Mitte F mit den Basen B und C, links die
Identitat mit Basen C und C’. Das ergibt genau die behauptete Gleichung. O

Bemerkung 5.4.11 (Warum die Formel erwartbar ist). Eine Basiswechselmatrix ist kein neuer
Operator, sondern ein Ubersetzer. Liest man die rechte Seite der Formel von rechts nach links,
steht dort ein vollkommen verniinftiger Arbeitsablauf:

1. Mg p(Idy): ibersetze die neuen Eingabekoordinaten in die alte Sprache,
2. Mc g(F): wende die bekannte Matrix von F an,
3. Mcr(Idy): tibersetze das Ergebnis in die neue Zielsprache.

Umbenennen, anwenden, zuriickbenennen — die Basiswechselformel ist die Konjugationsfigur
aus dem ersten Abschnitt, nur dass Eingabe- und Ausgabesprache unabhingig voneinander
gewechselt werden diirfen.

Am wichtigsten ist der Spezialfall der Endomorphismen, also F : V' — Vmit einer Basis pro
Seite. Dort wird aus der Formel wortwortlich eine Konjugation.

199



Korollar 5.4.12 (Basiswechsel fiir Endomorphismen ist Konjugation). Sei F : V — V linear und
seien B, B’ Basen von V. Setze
P := Mg p(Idy).

Dann ist P invertierbar mit P~' = Mg g(Idy), und es gilt

Mp p(F) =P 1 - Mg_p(F)-P.

Beweis.  Die Invertierbarkeit ist Korollar 5.4.7. Die Basiswechselformel mit C = Bund C’ = B’
liefert
Mp  p(F) = Mg g(1dy) - Mp_p(F) - Mg (Idy) = P~' - Mp._p(F) - P. O

Bemerkung 5.4.13 (Achtung, Richtung von P). P = Mg, p/(Idy) ist die Riickiibersetzung: sie
nimmt neue Koordinaten (beziiglich B’) entgegen und liefert alte (beztiglich B) — die Gegenrichtung
zu der in Definition 5.4.1 benannten ,Basiswechselmatrix von B nach B’“. Deshalb sitzt der un-
invertierte Faktor Phier in der Rolle des g~ ! aus der Konjugationsformel gohog~! und steht rechts,
obwohl dort der un-invertierte Faktor links stand. Merke die Leserichtung, nicht die Position des
Strichs: von rechts nach links wird die Eingabe zuerst in die bekannte alte Sprache tibersetzt.

Leitbeispiel 5.4.14 (Der Schattenwurf: die Rechnung hinter der schénen Matrix). In Leitbei-
spiel 5.3.9 haben wir fiir die Schattenabbildung P die Basis B = (e, e5,d) mitd = (1, 1, —1) gewé&hlt
und die Diagonalmatrix erhalten. Jetzt rechnen wir dasselbe noch einmal — diesmal mit der
Basiswechselformel, als Probe aufs Exempel. (Um Verwechslungen zu vermeiden, nennen wir die
Matrizen in diesem Beispiel A und T; der Buchstabe P gehort hier der Schattenabbildung.)

Die Ubersetzungsmatrix von B in die Standardbasis hat die Basisvektoren als Spalten:

1
1

1
T := ME<—B(Id) =0
0 -1

(=

Ein Gliicksfall dieser Basis: T ist zu sich selbst invers,
T . T - E3,

wie man spaltenweise nachrechnet (Te; = e;, Te; = e, und T(1,1,-1) =(1+0—-1,0+1-1, 0+
0+1)=e3). Alsoist Mg_p(Id) =T 1 =T
Nach Korollar 5.4.12 gilt mit A := Mg_g(P):

Mg g(P) =T 'AT =TAT.

Wir rechnen in zwei Schritten. Zuerst

1 1 0 1 1 0 0
AT=10 1 01 1 ]=10 1 0],
0 0/\0 0 -1 0 0 O
denn die dritte Spalte ist Ad = P(d) = 0. Dann
1 0 1 0 0 1 0 0
TAT)={0o 1 1][o 1 o]=[0 1 0
0 0 —-1/\0 0 O 0 0 O



Dieselbe Diagonalmatrix wie beim direkten Protokollieren — die Basiswechselformel und die
Anschauung greifen ineinander.

Der praktische Gewinn solcher Rechnungen: Man kann in der bequemen Basis arbeiten und am
Ende zuriickiibersetzen. Mit der Diagonalmatrix D := Mg, g(P): Wer etwa A'%° braucht, rechnet

Al = (TDT)10 =TDT =TDT=A  (mit D von eben),

denn im Inneren heben sich alle Paare TT = E5 auf und D'%° = D fiir unsere Diagonalmatrix.
Allgemein stiinde hier TD9T~1. dass zweimal dasselbe T auftaucht, liegt allein an der Selbstin-
versitit T = T~! dieser Basis. Hundertmal Schatten werfen ist einmal Schatten werfen — was
anschaulich klar war, wird in der richtigen Basis auch rechnerisch trivial.

Leitbeispiel 5.4.15 (Das Kristallgitter: eine Matrix tibersetzt das Labor). Wir setzen das Zah-
lenbeispiel aus Leitbeispiel 5.2.7 fort: Gitterbasis G = (ay, ay, a3) mit a; = (1,0,0), a5 = (1,1,0),
as = (0,0, 2). Die Ubersetzung von Gitter- in Laborkoordinaten hat die Gittervektoren als Spalten:

1 1 0
Mg g =[0 1 o
0 0 2
Fiir die Gegenrichtung raten wir und machen die Probe:
1 1 0\/1 -1 0
01 0ff0 1 o]=E
1
0 0 2/\0 O 3
(und ebenso umgekehrt), also
1 -1 0
Moo g@d)=[0 1 0
0 0 3

Damit wird jede Labormessung mit einer einzigen Multiplikation zur Gitterbeschreibung:

BN W

1
=|2],
2

—

<

—

9}

|

(=)

[
Nim O O

genau die Gitterschritte, die der Kristallograph in Leitbeispiel 5.2.7 gezdhlt hat. In der Praxis pro-
grammiert man diese eine Matrix — und der gesamte Messdatenstrom des Labors lauft automatisch
in Kristallsprache ein.

Ein Ausblick, der sich lohnt: Die Spalten von Mg, 5(Id) spannen die Elementarzelle des Gitters
auf. Im Kapitel iiber Determinanten werden wir einer Matrix eine Zahl zuordnen, die genau
das (vorzeichenbehaftete) Volumen dieser Zelle misst — und das Kristallgitter wird uns dort als
Leitbeispiel wieder begegnen.

Leitbeispiel 5.4.16 (Der Schiffsmast: Kalibrierung statt Kletterei). Zuriick auf See (Leitbei-
spiel 5.2.8). Radar und Kamera sind gegeneinander verdreht, niemand kommt an den Mast, und
niemand kennt den Verdrehwinkel. Gesucht ist die Ubersetzung

Mg g(Id)  mit  [v]g = Mg p(Id) [v]R.

Die Kalibrierung. Woher soll die Matrix kommen, wenn wir die Geratebasen nicht sehen
koénnen? Die Antwort: aus gemeinsamen Messungen. Eine Matrix ist durch ihre Werte auf einer
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Basis festgelegt — wir brauchen also nur zwei Schiffe, die (in Radarsprache) in unabhingige
Richtungen liegen und von beiden Geriten gleichzeitig geortet werden. An einem klaren Morgen
bieten sich zwei Frachter an:

Frachteru : [u]p = ((5)), [ulg = (_34>,
Frachter w: [w]g = (g), [wlg = (;1)

Frachter u liegt genau auf der ersten Radarachse: [u]g = 5e;. Aus [u]g = Mg g(Id)-5e; folgt, dass
die erste Spalte der gesuchten Matrix gleich %[u] g ist; genauso liefert w die zweite Spalte. Also

13 4
MK(—R(Id) = g (_4 3) .

(Liegen die Kalibrierschiffe nicht so bequem auf den Radarachsen, ist es kaum schlimmer: Die
Bedingungen [u]x = M[u]g und [w]g = M[w]g sind dann ein lineares Gleichungssystem fiir die
Eintrage von M; wie man diese 16st studieren wir im néachsten Kapitel)

Der Betrieb. Ab jetzt ist die Verdrehung Software. Meldet das Radar einen neuen Kontakt bei

[vlg = (150), dann schwenkt die Kamera nach

=5 (5 )(5) = (%)

— und findet dort das Schiff. Beachte, was wir alles nicht gebraucht haben: den Verdrehwinkel
nicht, die Richtung der Mastachsen nicht, keinen Schraubenschliissel. Zwei gemeinsame Peilungen
enthalten die vollstindige Ubersetzung. (Wer mag, liest den Winkel trotzdem ab: Die Matrix hat
die Form einer Drehmatrix mit cos 6 = %, sinf = —% — die Kamera ist um etwa 53° verdreht. Dass
eine reine Drehung herauskommt, ist eine stille Konsistenzpriifung: Der Sturm hat die Gerate
verdreht, aber nicht verbogen.)

Und die Konjugation? Bisher haben wir nur Vektoren iibersetzt. Sobald ein Gerit auch
Operationen ausfiihrt, braucht man die volle Konjugationsfigur. Die Kamerasoftware kennt etwa
den Befehl S: ,spiegle das Suchmuster an der eigenen Vorausachse® (Steuerbord und Backbord
tauschen). Soll das Radar dasselbe Manover in seiner Sprache ausfiihren, lautet der Befehl

M™ISM  mit M = Mg _z(1d) :

iibersetze nach Kamerasprache, spiegle dort, iibersetze zuriick. Das Ergebnis ist nicht die Spie-
gelung an der Radar-Vorausachse, sondern die an der mitverdrehten Kameraachse — genau wie
beim Dreieck, wo das Konjugat einer Spiegelung die Spiegelung an der mitgedrehten Achse war.
Drehbefehle dagegen sind hier immun: Drehungen der Ebene kommutieren miteinander, und
nach Lemma 2.1.56 lasst Konjugation mit der Matrix M jede Drehung unverandert — entschei-
dend ist, dass M hier selbst eine Drehung ist; mit einer Scherung oder Spiegelung als M énderte
sich eine Drehung sehr wohl. ,Schwenke um 10° nach links“ heifit in beiden Geratesprachen
wortlich dasselbe — ein kleines Echo des Prinzips, dass in abelschen Situationen die Konjugation
verschwindet.

Ahnliche Matrizen

Die Konjugationsformel aus Korollar 5.4.12 verdient einen eigenen Begriff auf der Matrixseite.
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Definition 5.4.17 (Ahnliche Matrizen). Zwei Matrizen A, A’ € k™" heiflen dhnlich (oder konju-
giert), wenn es eine invertierbare Matrix S € kK" gibt mit

A’ =S"1AS.

Bemerkung 5.4.18. In der Sprache des ersten Abschnitts ist A’ das Konjugat von A mit S1; der
un-invertierte Faktor S steht rechts.

Theorem 5.4.19 (Ahnlich heif3t: dieselbe Abbildung in zwei Basen). Seien A, A’ € k™", Dann
sind dquivalent:

1. A und A’ sind dhnlich.

2. Es gibt einen n-dimensionalen k-Vektorraum V, einen Endomorphismus F : V — V und Basen
B, B’ von V mit
A= MB<_B(F) und Al = MBQ_B/(F).

Ahnliche Matrizen sind also zwei Protokolle derselben linearen Abbildung — und umgekehrt sind
zwei Protokolle derselben Abbildung stets dhnlich.

Beweis.  ,(b) = (a)“: Das ist genau Korollar 5.4.12 mit S = Mg, g (Idy).

,(a) = (b)“: Sei A’ = S™1AS mit S invertierbar. Wir bauen die Situation aus (b) explizit. Als
Vektorraum nehmen wir V = k", als Abbildung F = L4, als erste Basis die Standardbasis B = E.
Dann ist Mg g(L4) = A (Beispiel 5.3.6 zusammen mit Theorem 4.4.2).

Als zweite Basis nehmen wir die Spalten von S:

b; 1= Se; (G=1,..,n).

Das ist tatsdchlich eine Basis: Die Abbildung Lg ist ein Isomorphismus, denn Lg-1 ist ihre Umkehr-
abbildung — nach der Assoziativitit der Matrixmultiplikation gilt ja

Ls(Ls-1(v)) =SS ) =(SSHv=w

und genauso in der anderen Reihenfolge. Isomorphismen bilden Basen auf Basen ab (Theo-
rem 4.5.1), also ist B* = (b1, ..., by) als Bild der Standardbasis eine Basis von k.
Die Basiswechselmatrix von B’ zur Standardbasis hat die Vektoren b; als Spalten, ist also genau
S:
ME(—B’(Id) =S.

Nach Korollar 5.4.12 (mit B = Eund P = ) folgt

Mp (L) =S Mg p(La)S=ST1AS=A". O
Proposition 5.4.20 (Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation). Aufk™" ist

A~A" <= AundA’ sinddhnlich

eine Aquivalenzrelation.
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Beweis.  Reflexivitit: A = E, ' A E,, und E, ist invertierbar (zu sich selbst invers).

Symmetrie: Sei A’ = ST!AS. Die Matrix S~! ist invertierbar mit (S™!1)~! = S (die definierenden
Gleichungen SS™! = S71§ = E, sind symmetrisch in S und S™!). Multipliziert man A” = S"1AS
von links mit S und von rechts mit S~!, erhilt man

SA’S™1 = A, also A=(SH1ar (™.

Transitivitit: Sei A” = STLASund A” = T~YA’T. Das Produkt ST ist invertierbar mit (ST)_1 =
T71571, denn
(STYT 1S 1) = S(TT 1S =851 = E,

und ebenso in der anderen Reihenfolge. Einsetzen liefert

A” =T ISTTAST = (ST)"LA(ST). O

Bemerkung 5.4.21 (Ahnlichkeitsinvarianten: das Forschungsprogramm). Jetzt schliet sich der
Kreis zum ersten Abschnitt. Dort war die Frage: Welche Grofien einer Permutation hangen nicht
von der Nummerierung ab? Antwort: alle Gré8en, die von Konjugation nichts merken — wie
das Vorzeichen. Hier ist die Frage: Welche Grofien einer Matrix hangen nicht von der Basis ab?
Antwort: die Ahnlichkeitsinvarianten — Groé8en, die auf dhnlichen Matrizen denselben Wert haben.
Nach Theorem 5.4.19 gilt:

Eine Ahnlichkeitsinvariante ist in Wahrheit keine GrofSe der Matrix, sondern eine GrofSe der linearen
Abbildung selbst.

Solche Groflen zu finden ist ein Programm, das uns durch den Rest der Vorlesung trigt: Im
Kapitel tiber Determinanten werden wir eine Zahl det(A) konstruieren und zeigen, dass sie eine
Ahnlichkeitsinvariante ist — erst dadurch diirfen wir von der Determinante eines Endomorphismus
sprechen. Im Kapitel iiber Eigenwerte kommen weitere Invarianten hinzu. Und jedes Mal ist das
Argument dasselbe kleine Wunder wie in Lemma 5.1.2: Irgendwo kiirzt sich 7! --- S weg. (Fiir
die Determinante ist es genau genommen kein wortlicher Sonderfall jenes Lemmas: Auf ganz
k™" ist det kein Gruppenhomomorphismus, denn (K", ) ist keine Gruppe. Es gentigt aber die
Multiplikativitit det(XY) = det(X) det(Y) zusammen mit der Invertierbarkeit von S, und deshalb
gilt die Invarianz sogar fir singulare A.)

Bemerkung 5.4.22 (Riickblick: ein Begriff, viele Kostiime). Zum Abschluss stellen wir die Faden
des Kapitels nebeneinander. Viermal dieselbe Figur ,umbenennen, anwenden, zuriickbenennen®:

« Im Lager: Der Roboter verpflanzt das Befiillen an einen anderen Ort — T~ o F o T (Leitbei-
spiel 5.1.1).

o Bei Permutationen: Zwei Nummerierungen derselben Menge unterscheiden sich um eine
Konjugation in S,; Homomorphismen in abelsche Gruppen — wie das Vorzeichen — sind
dafiir blind (Theorem 5.1.7).

o In der Physik: Eine Symmetrie ist die Aussage, dass die Konjugation der Dynamik mit einer
Umbenennung (Ladungen tauschen, alles verschieben) die Dynamik nicht &ndert.

o In der linearen Algebra: Ein Basiswechsel konjugiert die Matrix eines Endomorphismus,
Mg p/(F) = P~! Mg_p(F) P; basisunabhingige Grofen sind genau die Ahnlichkeitsinvari-
anten.

Wer eine gute Basis wihlt, macht die Matrix zur Inhaltsangabe der Abbildung — beim Schattenwurf
war das eine Diagonalmatrix. Die systematische Suche nach solchen Basen beginnt im Kapitel
tiber Eigenwerte und Eigenvektoren.
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Kapitel 6

Lineare Gleichungssysteme

6.1 Definition und Darstellung
Sei k ein Korper. Ein lineares Gleichungssystem iiber k besteht aus Gleichungen der Form
alylxl + al,zxz + -+ al,nxn = bl!
az’lxl + a2,2x2 + -+ az’nxn = bz,
A1 X1 + Gy 2Xg + -+ + Gy Xy = by

Dabei sind die Skalare
al-,j S k und bi (S k'

bekannt. Gesucht sind die unbekannten Skalare

X15..rr Xy € k.

Bemerkung 6.1.1. Ein lineares Gleichungssystem hat zwei Arten von Daten:
1. Die Koeffizienten g; ; vor den unbekannten Variablen.
2. Die rechten Seiten b;.

Die Koeffizienten schreiben wir in eine Matrix. Die unbekannten Variablen und die rechten Seiten
schreiben wir als Spaltenvektoren.
Zu dem Gleichungssystem

al’lxl + 01,2.7(,'2 + -+ al,nxn = bl’
az’lxl + a2,2X2 + -+ az,nxn = bz,
am,lxl + am)2x2 + -+ am)nxn = bm

gehoren also die Matrix

a1 A2 vt A1

a a ces a
N I

An1 Am2 - OGmp
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der Vektor der Unbekannten

und der rechte Seitenvektor

b= €K™
bm
Bemerke, dass dann das lineare Gleichungssystem genau die Matrixgleichung
Ax=1b
ist.
Definition 6.1.2 (Lineares Gleichungssystem). Seien

Aek™" und bek™

Die Gleichung
Ax=b

heif3t ein lineares Gleichungssystem.
Die Losungsmenge dieses Gleichungssystems ist

LR(A,b) :={x € k| Ax = b}.

Ist
b=0,

dann heif3t das Gleichungssystem homogen.
Lemma 6.1.3 (Homogene Losungsmenge als Kern). Sei
Ae k™

Dann gilt
LR(A,0) = Kern(L4).

Insbesondere ist
LR(A,0)

ein Untervektorraum von k™.
Beweis.  Nach Definition gilt
LR(A,0) ={x € kK" | Ax = 0}.
Die zu A gehorige lineare Abbildung ist
Ly : K" > K" x+— Ax.

Also ist
Kern(Ly) ={x € k" | Ly(x) =0} = {x € k" | Ax = 0}.

Daher gilt
LR(A,0) = Kern(L 4).

Da Kerne linearer Abbildungen Untervektorrdume sind, ist LR(A, 0) ein Untervektorraum von
K" O
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Bemerkung 6.1.4. Im homogenen Fall suchen wir also nicht irgendeine beliebige Menge. Wir
suchen einen Untervektorraum.

Das ist wichtig: Einen Untervektorraum konnen wir durch eine Basis beschreiben. Unser Ziel
im homogenen Fall ist daher:

Bestimme eine Basis von LR(A, 0).

Leitbeispiel 6.1.5 (Das Straflennetz). Als Leitbeispiel fiir dieses Kapitel begleitet uns ein kleines
Netz von Einbahnstraflen. Pro Stunde stromen 100 Autos in den Knoten A hinein und verlassen
das Netz wieder am Knoten C.

Wir nehmen an, dass kein Auto am Knoten C hineinfihrt oder aus A hinausfahrt. Die entspre-
chenden Strafien sind also Einbahnstrafien. Diese Annahme konnen wir weglassen, wenn wir die
entgegen der Pfeilrichtung fahrenden Fahrzeuge negativ zidhlen. Das werden wir spéter auf den
internen Wegen auf jeden Fall tun miissen.

Von A nach C fithren zwei Wege: der obere tiber B und der untere iiber D.

100

Unbekannt sind die vier stiindlichen Verkehrsstarken
x;auf A—>B, xyaufA—D, x3auf B—»C, x4aufD—C.

Diese werden wie folgt gezahlt: Autos, die entlang der Strafie x; in Pfeilrichtung fahren, zéhlen
positiv. Fihrt ein Auto entlang x;, aber entgegen der Pfeilrichtung, so zéhlt es negativ. Die Zahl x;
ist also eine Nettogrofse.

Die einzige Annahme ist eine Erhaltungsgrofie: An jedem Knoten fliefit genauso viel hinein
wie hinaus — kein Auto verschwindet, keines entsteht. Das ist eine lineare Bedingung und liefert
an den vier Knoten vier Gleichungen:

I: x1+x =100, II: x = x3,
111 : X9 = Xy, 1V x3 + x4 = 100.

Das negative Zédhlen der Fahrten entgegen der Pfeilrichtung ist dabei notwendig: Ein Autofahrer
koénnte dreimal zwischen A und B hin und her pendeln, ehe er das Stralennetz wieder verlasst.
Wiirden wir jede dieser Fahrten positiv zahlen, wire die Erhaltungsgrofle I verletzt; mit Vorzeichen
gezihlt heben sich Hin- und Riickfahrt dagegen auf, und die Bilanz stimmt.

Um daraus eine Matrixgleichung zu machen, bringen wir zuerst alle Unbekannten auf die
linke Seite (aus x; = x3 wird x; — x3 = 0 — daher gleich die Minuszeichen) und schreiben die
Gleichungen in der Reihenfolge I, II, I1I, IV untereinander:

x|+ X =100
bl — X3 =0
X9 —X4=0

X3 +X4 =100
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Als Matrixgleichung Mx = b geschrieben:

11 0 0 X 100
10 -1 0 X, 0

M = s = s b:
01 0 -1 S P 0
00 1 1 X4 100

Zwei Fragen tragen uns durch das Kapitel. Ist der Verkehr im Inneren durch die Randmessungen
schon eindeutig festgelegt? Und wenn nicht — wie viel Freiheit bleibt?

Den homogenen Fall sehen wir dabei schon in Reinform. Setzt man alle dufleren Zu- und
Abfliisse auf null, also b = 0, so beschreibt das System den geschlossenen Verkehr: Autos, die nur
im Kreis fahren. Nach Lemma 6.1.3 bilden diese Kreisfliisse einen Untervektorraum, keine blof3e
Ansammlung von Losungen. Dessen Basis suchen wir als Néachstes.

6.2 Homogener Fall

Wir studieren nun wie man homogene lineare Gleichungssysteme 16st. Da Ax = 0 fir x = 0
immer gilt, so haben wir stets eine triviale Losung. Im homogenen Fall geht es also immer darum
eine Basis des ganzen Losungsraumes zu finden.

6.2.1 Homogene Gleichungssysteme in Zeilenstufenform

Wir beginnen mit dem Teilproblem:

Wie l6st man ein homogenes Gleichungssystem, wenn die Matrix schon eine besonders einfache Form
hat?

Eine besonders einfache Form ist die ,Zeilenstufenform®:
Definition 6.2.1 (Zeilenstufenform). Eine Matrix
A e mn

ist in Zeilenstufenform, wenn es ein r mit

und Spaltenindizes
1<j<jp<=<j<n

gibt, so dass gilt:

1. Firjedesi=1,...,rgilt

2. Firjedesi=1,...,rund jedes j < j; gilt

Ai,j =0.

3. Fiir jedesi > rist die i-te Zeile eine Nullzeile.
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Die Eintrage
Apjs s A,
heiflen Pivotstellen. Die Spalten
Jiseesr

heilen Pivotspalten.
Bemerkung 6.2.2. Anschaulich bedeutet Zeilenstufenform: In jeder neuen Nicht-Nullzeile
beginnt der erste von Null verschiedene Eintrag weiter rechts als in der Zeile davor.

Die Pivotstellen bilden also eine Treppe. Die Treppe darf breite Stufen haben, aber sie geht
immer nach unten und nach rechts.

Beispiel 6.2.3. Die Matrix

1 2 -1 0
A=(0 0 1 3
00 0 O

hat Zeilenstufenform. Die Pivotstellen liegen in den Spalten 1 und 3.
Definition 6.2.4 (Gebundene und freie Variablen). Sei

A e k™n

in Zeilenstufenform. Die Variablen
le yenes .X'j

-

zu den Pivotspalten heiflen gebundene Variablen. Die iibrigen Variablen heiflen freie Variablen.

Bemerkung 6.2.5. Die Idee ist: Die freien Variablen diirfen wir wahlen. Danach bestimmen die
Gleichungen von unten nach oben eindeutig die gebundenen Variablen.
Das ist der zentrale Lesemechanismus bei Zeilenstufenform.

Beispiel 6.2.6 (Ein homogenes System in Zeilenstufenform l6sen). Wir betrachten

1 2 -1 0
A=|0 0 1 3|eR¥
0 0 0 O
und lésen
Ax =0.

Das zugehorige Gleichungssystem ist

x| +2x9 —x3 =0,
X3+3X4:0,
0=0.

Die Pivotspalten sind 1 und 3. Also sind x; und x3 gebunden, und x; und x4 sind frei.
Wir setzen
X, =5 und x4 =t.

Dann folgt aus der zweiten Gleichung
X3 = =3t
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Aus der ersten Gleichung folgt

X] = =28+ x3 = —2s — 3t.

Also ist
—25s — 3t -2 -3
s 1 0
X = _3; =s 0 +t 3
t 0 1
Dabher ist
—2 -3
1 0
01']-3
0 1

eine Basis von LR(A, 0).

Definition 6.2.7 (Basislosungen). Sei A € k™" in Zeilenstufenform.
Zu jeder freien Variablen x; erhalten wir eine Lésung von Ax = 0 wie folgt:

1. Setze

ijl.

2. Setze alle anderen freien Variablen gleich 0.
3. Bestimme die gebundenen Variablen von unten nach oben.
Die so entstehenden Losungen heiflen Basislosungen.
Theorem 6.2.8 (Losung eines homogenen Systems in Zeilenstufenform). Sei
A e k™"
in Zeilenstufenform. Dann bilden die Basislosungen eine Basis von
LR(A,0).
Insbesondere gilt: Ist r die Anzahl der Pivotstellen, dann gilt

dim (LR(A,0)) =n—r.

Beweis.  Seien
1< <Jjp

die Pivotspalten. Die zugehdrigen Variablen

le, ,Xjr

sind gebunden. Die iibrigen Variablen sind frei.

Wir zeigen zuerst, dass jede Belegung der freien Variablen tatséchlich eine Losung von Ax = 0
liefert, wenn man die gebundenen Variablen von unten nach oben bestimmt.
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Wihle also beliebige Werte fiir alle freien Variablen. Nun bestimmen wir die gebundenen
Variablen ruckwarts. Furi =r,r — 1,..., 1 setzen wir
Xj = —% Z A pxp.
Lji 0>}
Diese Definition ist sinnvoll: Der Pivot-Eintrag A;; ist ungleich 0, also diirfen wir durch ihn
teilen. Auflerdem sind alle Variablen x; mit £ > j; bereits bekannt. Denn entweder ist x; frei und
wurde am Anfang gewahlt, oder x; ist eine spétere gebundene Variable, die in einem vorherigen
Riickwértsschritt schon bestimmt wurde.

Wir priifen nun, dass der so konstruierte Vektor x wirklich Ax = 0 erfiillt. Fiir eine Nullzeile ist
die zugehorige Gleichung automatisch erfillt. Sei also i < r. Da A in Zeilenstufenform ist, stehen
vor der Pivotstelle in der i-ten Zeile nur Nullen. Daher ist die i-te Gleichung gleich

Ajjxj + Z Ajpxp = 0.
>j;
Genau diese Gleichung wird durch die Definition von x;, erfillt. Also erfillt x jede Zeile von A.
Damit gilt
Ax =0.

Insbesondere sind die Basislosungen wirklich Losungen von Ax = 0, denn sie entstehen aus
speziellen Belegungen der freien Variablen.

Nun zeigen wir, dass die Basislosungen linear unabhingig sind. Jede Basislosung gehort zu
genau einer freien Variablen. An der Stelle dieser freien Variablen hat sie den Eintrag 1. An den
Stellen der anderen freien Variablen hat sie den Eintrag 0. Ein Komponentenvergleich in den
freien Variablen zeigt daher, dass eine Linearkombination der Basislosungen nur dann 0 sein
kann, wenn alle Koeffizienten 0 sind. Also sind die Basislosungen linear unabhingig.

Jetzt zeigen wir, dass sie den ganzen Losungsraum erzeugen. Sei

x € LR(A,0)

eine beliebige Losung. Wir lesen an x die Werte der freien Variablen ab. Sei y die Linearkombination
der Basislgsungen mit genau diesen Koeffizienten. Dann ist y eine Lésung von Ay = 0, und x und
yhaben dieselben Werte in allen freien Variablen.

Also ist

zZ:i=x-Yy
eine Losung von Az = 0, bei der alle freien Variablen gleich 0 sind.

Wir zeigen, dass dann schon z = 0 gilt. In der letzten Nicht-Nullzeile hangt die letzte gebundene
Variable nur von spateren Variablen ab. Diese spéteren Variablen sind frei, also gleich 0. Daher ist
auch die letzte gebundene Variable gleich 0.

Geht man nun Zeile fiir Zeile nach oben, sind jeweils alle spateren Variablen bereits als 0
bekannt. Die jeweilige Pivotvariable muss daher ebenfalls 0 sein. Also sind alle gebundenen
Variablen gleich 0. Da auch alle freien Variablen gleich 0 sind, gilt

z=0.
Damit ist
x=y.
Also ist x eine Linearkombination der Basislosungen.
Die Basislosungen sind also linear unabhingig und erzeugen LR(A, 0). Sie bilden damit eine

Basis von LR(A, 0).
Es gibt genau eine Basislosung pro freier Variable. Da es n — r freie Variablen gibt, gilt

dim (LR(A,0)) =n—r. O
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6.2.2 Elementare Zeilenoperationen

Wir wissen jetzt: Wenn eine Matrix in Zeilenstufenform ist, konnen wir das homogene Glei-
chungssystem vollstdndig l6sen.
Die nichste Frage ist:

Wie diirfen wir ein Gleichungssystem umformen, ohne die Losungsmenge zu verdndern?
Definition 6.2.9 (Elementare Zeilenoperationen). Sei
Ae k™

Die folgenden Umformungen heiflen elementare Zeilenoperationen:
1. Zwei Zeilen werden vertauscht.

2. Eine Zeile wird mit einem Skalar
A#0

multipliziert.

3. Zu einer Zeile wird ein Vielfaches einer anderen Zeile addiert.

Bemerkung 6.2.10 (Gleichungsebene). Auf der Ebene des Gleichungssystems bedeuten diese
Operationen:

1. Man vertauscht zwei Gleichungen.
2. Man multipliziert eine Gleichung mit einem Skalar A # 0.
3. Man addiert ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.

Alle drei Operationen sind vertraute Umformungen von Gleichungssystemen. Der wichtige Punkt
ist: Sie verandern die Losungsmenge nicht.

Lemma 6.2.11 (Elementare Zeilenoperationen erhalten den homogenen Lésungsraum). Sei
A e k™
Entsteht A’ aus A durch eine elementare Zeilenoperation, dann gilt
LR(A,0) = LR(A’,0).
Auch das Streichen von Nullzeilen verdndert LR(A, 0) nicht.

Beweis.  Wir argumentieren auf der Ebene der Gleichungen.

Das Vertauschen zweier Zeilen vertauscht nur zwei Gleichungen. Die Menge der Losungen
andert sich dadurch nicht.

Das Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar A # 0 verdndert die Lésungsmenge ebenfalls
nicht. Denn die Gleichung

gx)=0

ist dquivalent zu

Ag(x) =0,

weil A = 0 ist.
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Beim dritten Typ ersetzen wir eine Gleichung durch die Summe dieser Gleichung mit einem
Vielfachen einer anderen Gleichung. Wenn ein Vektor x beide urspriinglichen Gleichungen erfillt,
dann erfillt er auch die neue Gleichung. Umgekehrt kann man diese Operation riickgéngig machen,
indem man das entgegengesetzte Vielfache addiert. Daher entstehen keine neuen Losungen, und
es gehen keine alten Losungen verloren.

Eine Nullzeile entspricht der Gleichung

0=0.

Diese Gleichung ist immer erfiillt. Man kann sie daher streichen, ohne die Losungsmenge zu
verdndern. O

Bemerkung 6.2.12. Dieses Lemma ist die Rechtfertigung fiir das Rechnen.
Wir diirfen elementare Zeilenoperationen explorativ benutzen. Solange wir nur diese Operatio-
nen verwenden, bleibt der homogene Losungsraum derselbe.

6.2.3 Das Gaufische Eliminationsverfahren

Die letzte Frage ist:
Wie bringt man eine Matrix zuverldssig in Zeilenstufenform?
Die Antwort ist das Gaufische Eliminationsverfahren.
Theorem 6.2.13 (Gaufisches Eliminationsverfahren). Jede Matrix
Aek™n

lasst sich durch elementare Zeilenoperationen in Zeilenstufenform bringen.

Beweis.  Wir beschreiben ein Verfahren.

Ist A die Nullmatrix, dann ist A bereits in Zeilenstufenform.

Andernfalls gibt es mindestens einen Eintrag ungleich 0. Wahle die erste Spalte, in der ein
Eintrag ungleich 0 vorkommt. Sei diese Spalte die j-te Spalte.

Durch Vertauschen von Zeilen kénnen wir erreichen, dass in der ersten Zeile in Spalte j ein
Eintrag ungleich 0 steht. Wir haben also

Al,j = 0.

geeignetes Vielfaches der ersten Zeile von der i-ten Zeile ab. Danach sind alle Eintrage unterhalb
von Ay ; gleich 0.

Jetzt betrachten wir die Matrix, die aus den Zeilen 2, ..., m besteht. Auf diese Restmatrix wenden
wir dasselbe Verfahren an.

Bei jedem Schritt verlieren wir eine Zeile. Deshalb endet das Verfahren nach endlich vielen
Schritten.

Auferdem liegen die neuen Pivotstellen immer weiter rechts. Denn in den Zeilen unterhalb
der ersten Pivotstelle sind alle Eintrége in der Pivotspalte und in allen fritheren Spalten gleich 0.

Also ist die entstehende Matrix in Zeilenstufenform. O

Nun eliminieren wir alle Eintrdge unterhalb von A, ;. Dazu ziehen wir fiir jede Zeile i > 1 ein

Bemerkung 6.2.14 (Das Backrezept). Zusammengefasst funktioniert das Verfahren so:

1. Suche moglichst weit links einen Eintrag ungleich 0.
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2. Bringe ihn durch Zeilentausch nach oben.
3. Eliminiere mit dieser Zeile alle Eintrage darunter.
4. Wiederhole das Verfahren mit der Restmatrix.

Dies ist ein sicheres Verfahren. Man muss keinen Trick sehen. Man muss nur das Rezept ausfithren.

Korollar 6.2.15 (Homogene lineare Gleichungssysteme sind 16sbar durch Gauf3). Sei
A e k™,

Dann kann man eine Basis von
LR(A,0)

wie folgt bestimmen:
1. Bringe A durch elementare Zeilenoperationen in Zeilenstufenform.
2. Bestimme die Pivotspalten und die freien Variablen.

3. Bilde die Basislosungen, indem du jeweils eine freie Variable gleich 1 und alle anderen freien
Variablen gleich 0 setzt.

4. Lies die gebundenen Variablen von unten nach oben ab.
Die so erhaltenen Basislosungen bilden eine Basis von LR(A,0).

Beweis.  Nach Theorem 6.2.13 konnen wir A durch elementare Zeilenoperationen in eine Matrix
A’ in Zeilenstufenform bringen. Nach Lemma 6.2.11 gilt

LR(A,0) = LR(A’,0).

Nach Theorem 6.2.8 bilden die Basislosungen von A’ eine Basis von LR(A’,0). Also bilden sie
auch eine Basis von LR(A, 0). O

Leitbeispiel 6.2.16 (Das Straflennetz: die Kreisfliilsse). Wir 16sen das geschlossene Netz aus
Leitbeispiel 6.1.5, also b = 0:

X1+X2=0, X1 = X3, Xo = X4, X3+.X'4=0.

Setzt man x; = x3 und x, = x4 ein, so wird die erste Gleichung zu x; + x, = 0 und die vierte zu
X3 + x4 = x1 + x5 = 0 — dieselbe Bedingung. Eine Gleichung ist also tiberfliissig; es bleibt genau

eine freie Variable. Wahlen wir x; = t, so folgt x3 = t, x, = —t, x4 = —t, insgesamt
xl 1
X -1
2| —
X3 1
X4 -1

Der Losungsraum LR(M, 0) ist also eindimensional mit Basislosung (1, -1, 1, —1). (Wer das Netz
stattdessen brav mit dem Gauflverfahren 16st, erhalt die freie Variable x4 und die Basislosung
(—1,1,—1,1) — denselben Umlauf in Gegenrichtung. Beides ist richtig: Eine Basis ist nicht ein-
deutig, und jedes Vielfache = 0 der Basislosung erzeugt denselben Losungsraum.) Dank der
Zéhlkonvention aus Leitbeispiel 6.1.5 hat diese Basislosung eine wortliche Bedeutung: positiver
Fluss auf A — Bund B — C, dazu negativer auf A - Dund D — C — das ist ein Auto, das den
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Umlauf A - B — C — D — A fahrt. Auf den beiden unteren Straflen fahrt es entgegen der Pfeil-
richtung und wird deshalb negativ gezahlt. Die Dimension des Kerns zahlt hier die unabhéngigen
Kreise des Netzes: einen.

An dieser Stelle zahlt sich die Zdhlkonvention richtig aus. Waren die inneren Straflen Ein-
bahnstraflen, dann kénnte niemand den Umlauf fahren — der einzige reale geschlossene Verkehr
wire t = 0. Um das im Modell abzubilden, miissten wir die Forderungen x; > 0 in das System
aufnehmen. Aber eine Ungleichung ist keine lineare Gleichung mehr: Die Losungsmenge wére
kein Untervektorraum, und die Theorie dieses Kapitels wiirde nicht greifen. Mit der Vorzeichen-
Zahlung auf Zweirichtungsstrafien bleibt dagegen alles linear, und die Basislosung ist ein echtes
Fahrmanover statt eines bloflen Rechenobjekts.

Im inhomogenen Fall kommt fiir den Kreisfluss noch eine zweite Lesart hinzu: Dort wird das
negative Vorzeichen nicht nur ,riickwirts fahren® heiflen, sondern auch ,so viel Verkehr weniger
auf diesem Weg“ — der Kreisfluss lasst sich dann auch als Verlagerung des Verkehrs vom unteren
auf den oberen Weg deuten.

Bemerkung 6.2.17 (Der rote Faden). Fiir homogene lineare Gleichungssysteme ist der Weg nun
klar:

1. Matrix auf Zeilenstufenform bringen!
2. Losen!

Der inhomogene Fall
Ax=b

kommt jetzt. Dort muss man die rechten Seiten bei den Zeilenoperationen mitfithren. Auflerdem
ist der Losungsraum kein Untervektorraum mehr. Weiterhin gibt es nicht immer eine Lésung,.

6.3 Inhomogener Fall
Wir haben fiir homogene lineare Gleichungssysteme
Ax=0

eine Losungstheorie entwickelt. Wir betrachten daher den homogenen Fall fur geldst.
Nun betrachten wir wieder allgemeine lineare Gleichungssysteme

Ax =b.
Hier ist
Aek™™ und bek™

Der wichtigste Unterschied zum homogenen Fall ist: Die Losungsmenge ist fiir b # 0 kein
Untervektorraum mehr. Denn wenn
Ax=b

gilt, dann ist
A0 =0#D.

Also liegt der Nullvektor fiir b # 0 nicht in der Losungsmenge.
Trotzdem bleibt die Strategie fast dieselbe wie im homogenen Fall.

Wir bringen das Gleichungssystem durch erlaubte Zeilenoperationen in eine Form, die man von
unten nach oben lesen kann.
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Der einzige neue Punkt ist: Die rechte Seite muss bei allen Zeilenoperationen mitgefiihrt
werden.

Definition 6.3.1 (Erweiterte Matrix). Seien
Aek™™ und bek™
Die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems
Ax=1b

ist die Matrix
(A|b) c kmx(n-&—l)’

die entsteht, indem man b als zusitzliche letzte Spalte an A anhangt.

Bemerkung 6.3.2. Die letzte Spalte der erweiterten Matrix ist keine Variablenspalte. Sie enthélt
die rechte Seite.
Die Variablen sind weiterhin
X1y eee s X

Sie entsprechen den ersten n Spalten.

Beispiel 6.3.3. Das Gleichungssystem

X1+2.X'2—X3:3,

2x1+x2+x3:1

hat die Matrixdarstellung

mit

Die erweiterte Matrix ist

Lemma 6.3.4 (Elementare Zeilenoperationen im inhomogenen Fall). Seien
Aek™" und bek™

Entsteht
(A’[p")

aus
(Alb)

durch elementare Zeilenoperationen, dann gilt

LR(A,b) = LR(A", V).
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Beweis.  Wir argumentieren wie im homogenen Fall auf der Ebene der Gleichungen.

Ein Zeilentausch vertauscht nur zwei Gleichungen. Die Losungsmenge dndert sich dadurch
nicht.

Das Multiplizieren einer Zeile mit einem Skalar A # 0 verdndert die Losungsmenge ebenfalls
nicht. Denn die Gleichung

gx)=c

ist dquivalent zu

Ag(x) = Ac.

Beim dritten Typ addiert man ein Vielfaches einer Gleichung zu einer anderen Gleichung.
Erfillt ein Vektor x beide urspriinglichen Gleichungen, dann erfiillt er auch die neue Gleichung.
Umgekehrt kann man diese Operation riickgangig machen, indem man das entgegengesetzte
Vielfache addiert.

Also entstehen keine neuen Losungen, und es gehen keine alten Losungen verloren. O

Bemerkung 6.3.5 (Was ist gleich, was ist anders?). Gleich wie im homogenen Fall:
1. Wir benutzen elementare Zeilenoperationen.
2. Wir bringen eine Matrix in Zeilenstufenform.
3. Wir lesen die gebundenen Variablen von unten nach oben ab.
Anders als im homogenen Fall:
1. Wir arbeiten mit der erweiterten Matrix (A|b).
2. Die letzte Spalte ist die rechte Seite und keine Variable.

3. Es kann Widerspruchszeilen geben.

6.3.1 Das erweiterte Gaufiverfahren

Wir losen nun
Ax=b

mit demselben Verfahren wie im homogenen Fall, aber angewendet auf die erweiterte Matrix

(AD).

Definition 6.3.6 (Widerspruchszeile). Eine Zeile der erweiterten Matrix heifst Widerspruchszeile,
wenn sie von der Form

(0 0« 0 ¢
mit
c*+0
ist.
Auf Gleichungsebene bedeutet das
0=c

Bemerkung 6.3.7. Eine Widerspruchszeile zeigt sofort: Das Gleichungssystem hat keine Losung.
Denn die Gleichung
0=c

kann fur ¢ = 0 von keinem Vektor erfiillt werden.
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Theorem 6.3.8 (Erweitertes Gaufiverfahren). Seien
Aek™" und bek™

Bringe die erweiterte Matrix
(Alp)

durch elementare Zeilenoperationen in Zeilenstufenform. Dann gilt:

1. Tritt eine Widerspruchszeile auf, dann ist

LR(A,b) = @.

2. Tritt keine Widerspruchszeile auf, dann erhdlt man Losungen wie im homogenen Fall: Die
freien Variablen werden frei gewdhlt, und die gebundenen Variablen werden von unten nach
oben bestimmit.

Beweis.  Nach Lemma 6.3.4 verandern die elementaren Zeilenoperationen die Losungsmenge
nicht. Es gentigt also, das Gleichungssystem zu betrachten, das zu einer Zeilenstufenform der
erweiterten Matrix gehort.

Tritt eine Widerspruchszeile auf, dann enthalt das Gleichungssystem eine Gleichung der Form

0=c

mit ¢ # 0. Diese Gleichung kann keine Losung haben. Also hat das gesamte Gleichungssystem
keine Losung,.

Nun nehmen wir an, dass keine Widerspruchszeile auftritt. Wir betrachten nur die ersten n
Spalten als Variablenspalten. Die letzte Spalte ist die rechte Seite.

Wie im homogenen Fall heiflen die Variablen zu den Pivotspalten gebunden. Die iibrigen
Variablen heifen frei.

Wihle beliebige Werte fiir alle freien Variablen. Nun bestimmen wir die gebundenen Variablen
von unten nach oben. Sei die Pivotstelle in Zeile i in der Spalte j;. Dann hat die i-te Gleichung die
Form

Ajjxj + Z Ajoxp = by
£>j;

Der Pivot-Eintrag A4,  ist ungleich 0. Also kénnen wir setzen

1
in = A_ (bl - Z Al"gx;Z) .

Lji ©j;

Die Variablen x; mit £ > j; sind zu diesem Zeitpunkt bereits bekannt: Sie sind entweder frei
gewdahlt oder wurden in einem vorherigen Riickwértsschritt bestimmt.

Damit erfiillt der so konstruierte Vektor jede Zeile des Gleichungssystems. Also ist er eine
Losung. 0

Bemerkung 6.3.9 (Speziallosung). Wenn keine Widerspruchszeile auftritt, erhalt man besonders
leicht eine einzelne Losung: Man setzt alle freien Variablen gleich 0 und bestimmt dann die
gebundenen Variablen von unten nach oben.

Eine solche einzelne Losung nennt man eine Speziallosung.
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Beispiel 6.3.10. Wir betrachten das Gleichungssystem

x1+x2+x3:1,
XZ+X3:2,

X1 + 2.X'2 +2X3 = 3.

Die erweiterte Matrix ist

1 111
01 1 2
1 2 2 3

Ziehen wir die erste Zeile von der dritten Zeile ab, so erhalten wir

11 11
0 1 2
01 1 2

Ziehen wir nun die zweite Zeile von der dritten Zeile ab, so erhalten wir
1 1 1 1
01 1 2
0 0 0 O

Es tritt keine Widerspruchszeile auf. Die Pivotspalten sind 1 und 2. Also ist x3 frei.
Setzen wir
X3 = t,

dann folgt aus der zweiten Zeile
X9 = 2—t.

Aus der ersten Zeile folgt
xp=1-x—x3=1—-(2—1)—t=—1.
Also ist
-1

LR(A,b)=13|2—-t]|tER;.
t

Beispiel 6.3.11 (Keine Losung). Wir betrachten

X1 tx+x3=1,
.X'2+.X'3=2,
X1+ZX2+2.X'3 = 2.

Die erweiterte Matrix ist

1 111
0 1 1 2
1 2 2 2

Ziehen wir die erste Zeile von der dritten Zeile ab, so erhalten wir

1 1 11
0 2
0 1
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Ziehen wir nun die zweite Zeile von der dritten Zeile ab, so erhalten wir

1 1 1 1
01 1 2
0 0 0 -1
Die letzte Zeile bedeutet
0=-1.
Das ist unméglich. Also gilt
LR(A,b) = @.

6.3.2 Die Form der Losungsmenge

Wenn ein inhomogenes lineares Gleichungssystem losbar ist, dann besteht seine Losungsmenge
aus einer Speziallosung plus allen Lésungen des zugehorigen homogenen Systems.

Definition 6.3.12 (Affine Verschiebung eines Untervektorraums). Sei V ein k-Vektorraum, sei
U C Vein Untervektorraum und sei xy € V. Dann schreiben wir

x+U :={xy+u|uel}.

Eine solche Menge heif3t ein affiner Unterraum von V. Der Untervektorraum U heif3t der Richtungs-
raum dieses affinen Unterraums.

Bemerkung 6.3.13. Ein affiner Unterraum muss selbst kein Untervektorraum sein. Er ist eine
verschobene Version eines Untervektorraums.
Das ist genau das, was bei inhomogenen linearen Gleichungssystemen passiert.

Theorem 6.3.14 (Speziallosung plus homogener Losungsraum). Seien
Aek™" und bek™
Sei xg € k" eine Losung von Ax = b, es gelte also
Axg =b.
Dann gilt

LR(A,b) = xy + LR(A, 0).

Beweis.  Sei zunichst

x € LR(A, b).
Dann gilt
Ax=b und Axy=0>.
Also ist
Alx —xp) = Ax—Axg=b—-b=0.
Daher gilt

x —xy € LR(A,0).
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Also ist
x € xy + LR(A, 0).

Sei umgekehrt
x € xy + LR(A,0).

Dann gibt es ein u € LR(A, 0) mit

X =xy+u
Also gilt
Ax = Alxy +u) = Axg+ Au=b+0=0b.
Daher ist
x € LR(A, D).
Zusammen folgt
LR(A,b) = xo + LR(A, 0). 0

Korollar 6.3.15 (Vollstindiges Losungsverfahren im losbaren Fall). Sei
Ax=b
ein losbares lineares Gleichungssystem. Dann erhdlt man alle Losungen wie folgt:
1. Bestimme mit dem erweiterten GaufSverfahren eine Speziallosung x;.
2. Bestimme mit dem homogenen Gauf$verfahren eine Basis von LR(A, 0).

3. Addiere zu x alle Linearkombinationen dieser Basis.

Wenn
Uy .e. s Ug

eine Basis von LR(A, 0) ist, dann ist

LR(A,b) = {xy + Adqug + -+ A | Ay, ..., A € K}

Bemerkung 6.3.16 (Parallelitit zum homogenen Fall). Im homogenen Fall war die Losungsmenge
ein Untervektorraum:
LR(A,0).

Im inhomogenen losbaren Fall ist die Losungsmenge eine Verschiebung dieses Untervektorraums:
xo + LR(A,0).

Die Richtungen der Lésungsmenge kommen also weiterhin aus dem homogenen System. Neu
ist nur der Aufpunkt x.
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Leitbeispiel 6.3.17 (Das Straflennetz: eine Losung plus alle Kreise). Jetzt das volle System aus
Leitbeispiel 6.1.5 mit b = (100, 0, 0, 100)". Eine Speziallosung liest man direkt ab: Schickt man
allen Verkehr iiber den unteren Weg, also x, = x4 = 100 und x; = x3 = 0, so sind alle vier
Knotenbilanzen erfillt. Das ist unser Aufpunkt

xo = (0,100,0,100)".

(Das Rezept ,freie Variable null setzen“ aus dem Gauflverfahren hitte stattdessen (100, 0, 100,0)"
geliefert — allen Verkehr tiber den oberen Weg. Auch das ist richtig: Jede Losung taugt als
Aufpunkt, die beschriebene Gerade ist dieselbe.) Nach Theorem 6.3.14 ist damit

0 1
100 -1

LR(M,b) = x5 + LR(M,0) = 0 +s| | seR.
100 -1

Der Aufpunkt ist eine zuldssige Verkehrsfithrung, der Richtungsraum sind die Kreisfliisse aus
Leitbeispiel 6.2.16. Anschaulich: Stehen die Zahlen an den Réndern fest, so ist die Aufteilung im
Inneren keineswegs eindeutig — man darf jederzeit einen Umlauf dazuaddieren, ohne die Bilanz
an irgendeinem Knoten zu storen. Der Parameter s ist dabei genau die Verkehrsstéarke, die man
vom unteren auf den oberen Weg verlagert:

x=(s, 100 —s, s, 100 —s)T.

Hier zeigt sich, dass die Mathematik in manchen Féllen mehr Losungen liefert, als die Wirk-
lichkeit zulasst. Nicht-ganzzahlige Verkehrsstarken sind tiber ,,Autos zahlen® natiirlich nicht
interpretierbar. Bemerke aber, dass es Losungen gibt, die nur ganze Zahlen enthalten — das ist
bei weitem nicht fiir jedes lineare Gleichungssystem so, hier aber durch die Interpretation wenig
iiberraschend. Die ganzzahligen Losungen entsprechen genau den Parametern s € Z.

Sind manche der inneren Straflen Einbahnstraflen, gibt es ein weiteres Problem: Dann diirfen
die betroffenen Verkehrsstirken nicht negativ werden, also muss 0 < s < 100 gelten (und
zusammen mit der Ganzzahligkeit sogar s € {0, ..., 100}). Die volle Lésungsgerade x, + LR(M, 0)
ist unendlich lang; die bei Einbahnstraflen physikalisch sinnvollen Fithrungen bilden darauf nur
ein beschréanktes Stiick — ganzzahlig gezahlt sogar nur endlich viele Punkte. Die lineare Algebra
bestimmt die Richtungen der Freiheit, die Sachfrage grenzt den zulassigen Bereich ein.

6.3.3 Das Rang-Kriterium fiir Losbarkeit

Wir geben nun ein begriffliches Kriterium dafiir, wann ein inhomogenes lineares Gleichungssystem
iberhaupt losbar ist.

Definition 6.3.18 (Rang einer Matrix). Sei
A e K™,
Der Rang von A ist der Rang der zugehorigen linearen Abbildung
Ly: k"= k" xm Ax.

Also ist
Rang(A) :=Rang(L,) = dim (Bild(L,)).
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Bemerkung 6.3.19. Das Bild von L ist genau der von den Spalten von A erzeugte Untervektor-
raum von k™. Denn fiir

X1
x=1:
Xn
gilt
Ax = x151 + - + x,5,,
wobei

St Sy

die Spalten von A sind.
Der Rang von A ist also die Dimension des Spaltenraums von A.

Lemma 6.3.20 (Pivotstellen berechnen den Rang). Sei
A e K™,
Entsteht aus A durch elementare Zeilenoperationen eine Zeilenstufenform mit r Pivotstellen, dann gilt

Rang(A) =r.

Beweis.  Sei A’ eine Zeilenstufenform von A mit r Pivotstellen. Elementare Zeilenoperationen
erhalten den homogenen Losungsraum. Also gilt

LR(A,0) = LR(A’,0).
Nach dem Satz tiber homogene Systeme in Zeilenstufenform gilt
dim (LR(A’,0)) =n—r.

Also ist auch
dim (LR(A,0)) =n—r.

Da
LR(A,0) = Kern(L 4)

gilt, folgt aus der Rangformel
Rang(A) = n—dim (Kern(Ly)) =n—dim(LR(A,0)) =n—(n—r) =r. O

Bemerkung 6.3.21 (Zeilenrang und Spaltenrang). Die Anzahl der Pivotstellen ist genau die
Anzahl der Nicht-Nullzeilen der Matrix. Aufgrund der Zeilenstufenform sind diese, wenn man sie
als Vektoren interpretiert, alle auch linear unabhéngig. In Zeilenstufenform ist also die Dimension
des von den Spalten aufgespannten Raumes (Spaltenraums) und die Dimension des von den Zeilen
aufgespannten Raumes (Zeilenraum) gleich. Der Spaltenraum ist genau das Bild der Matrix also
entspricht die Dimension des Spaltenraums dem Rang.

Wegen dem Rangsatz dndert sich die Dimension des Bildes nicht, solange sich der Kern nicht
andert. Die elementaren Zeilenumformungen erhalten aber den Kern. Also, ist die Dimension des
Spaltenraums einer Matrix gleich der Dimension des Spaltenraums einer zugehorigen Zeilenstufen-
form. Die elementaren Zeilenumformungen erhalten sogar den Zeilenraum selber (und nicht nur
seine Dimension), der von den Zeilen aufgespannt wird. Also, ist die Dimension des Zeilenraums
einer Matrix gleich der Dimension des Zeilenraums einer zugehorigen Zeilenstufenform.

Man sieht also, dass der Zeilenraum und der Spaltenraum einer beliebigen Matrix die gleiche
Dimension haben. Dieser Fakt ist unter dem Slogan ,Zeilenrang gleich Spaltenrang® bekannt.
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Theorem 6.3.22 (Rang-Kriterium fiir Losbarkeit). Seien
Aek™" und bek™
Dann ist das lineare Gleichungssystem
Ax=b

genau dann lésbar, wenn
Rang(A) = Rang(A|b)

gilt.
Beweis. Seien
St Sy,

die Spalten von A. Dann gilt
Ax = x5 + - + x,5,.

Also ist
Ax=b

genau dann lésbar, wenn
b € Span(Sy,...,S,)

gilt.
Der Spaltenraum von A ist
Span (Sy, ..., S,).

Der Spaltenraum von (A[b) ist
Span (Sy, ..., Sy, b).

Ist b € Span (S, ..., S,), dann dndert das Hinzufiigen von b das Erzeugnis nicht. Also gilt
Rang(A) = Rang(Alb).

Gilt umgekehrt
Rang(A) = Rang(A|b),

dann haben der Spaltenraum von A und der Spaltenraum von (A|b) dieselbe Dimension. Da der
Spaltenraum von A ein Untervektorraum des Spaltenraums von (A|b) ist, folgt aus der Effektivitat
der Dimension (Korollar 3.3.21), dass beide Spaltenrdume gleich sind. Also liegt insbesondere

im Spaltenraum von A. Daher ist

1osbar. O

Bemerkung 6.3.23. Beim Hinzufiigen der Spalte b kann der Rang nicht kleiner werden. Er bleibt
gleich oder wird grofler.

Das Rang-Kriterium sagt: Das Gleichungssystem ist genau dann lésbar, wenn die zusitzliche
Spalte b den Rang nicht grofier macht.
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Korollar 6.3.24 (Rang-Kriterium per Gauf3). Das Gleichungssystem
Ax=b
ist genau dann losbar, wenn beim Gauf3verfahren auf der erweiterten Matrix
(Alp)
keine Widerspruchszeile auftritt.

Beweis.  Nach Lemma 6.3.20 berechnet die Anzahl der Pivotstellen den Rang. In der erweiterten
Matrix (Alb) gibt es genau dann eine zusitzliche Pivotstelle in der letzten Spalte, wenn eine
Widerspruchszeile auftritt.
Also gilt genau dann
Rang(A) < Rang(A|b),

wenn eine Widerspruchszeile auftritt. Nach Theorem 6.3.22 ist das Gleichungssystem genau dann
nicht 16sbar.
Also ist es genau dann lsbar, wenn keine Widerspruchszeile auftritt. O

Bemerkung 6.3.25 (Zusammenfassung). Fir inhomogene lineare Gleichungssysteme gilt:

Ax=b — (Alp) — erweitertes Gau3verfahren.

Dann gibt es zwei Flle:

Widerspruchszeile = LR(A,b) = @.

Keine Widerspruchszeile:
LR(A,b) = xo + LR(A, 0).

Die Richtungen der Lésungsmenge kommen also aus dem homogenen Gleichungssystem. Die
rechte Seite b entscheidet nur, ob es iiberhaupt Losungen gibt, und wo die affine Losungsmenge

liegt.

6.4 Invertieren von Matrizen
Wir wenden das erweiterte Gaufiverfahren nun auf eine wichtige Frage an:
Wie berechnet man die inverse Matrix?

Invertierbare Matrizen kennen wir aus Kapitel 5 (Definition 5.4.4): Eine quadratische Matrix
A € K™ heifdt invertierbar, wenn es eine Matrix B mit

AB=E, und BA=E,

gibt; diese Matrix ist dann eindeutig (Lemma 5.4.5) und heifit die inverse Matrix A~!. Dort haben
wir Inverse allerdings nur durch Hinsehen und eine Probe gefunden. In diesem Abschnitt bauen
wir das systematische Rechenverfahren.

Zuerst Uibersetzen wir den Begriff in die Sprache der linearen Abbildungen.

Lemma 6.4.1 (Invertierbar heifit: die Abbildung ist ein Isomorphismus). Sei A € K™". Dann gilt:

A ist genau dann invertierbar, wenn
LA N e

ein Isomorphismus ist.
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Beweis.  Vorbereitend halten wir fest, dass fiir Matrizen M und N mit passenden Groéfien stets
Lyo Ly = Lyn
gilt, denn nach der Assoziativitat der Matrixmultiplikation ist
M(Nv) = (MN)v

fiir alle v.
Sei zuerst A invertierbar. Dann gilt

LAOLA—l - LAA—I :LEn :Idkn

und ebenso
LA—l °LA = Idkn .

Also ist L 4 bijektiv mit Umkehrabbildung L 4-1. Als bijektive lineare Abbildung ist L4 ein Isomor-
phismus (Lemma 4.1.9).
Sei umgekehrt L4 ein Isomorphismus. Dann ist die Umkehrabbildung

L) K
linear. Nach Theorem 4.4.2 gibt es eine Matrix B mit
Lg= (L)

Dann gilt
LAB = LA °LB = Idkn = LEn'

Da die Matrix zu einer linearen Abbildung eindeutig ist, folgt
AB = E,.
Genauso folgt BA = E,. Also ist A invertierbar. O

Bemerkung 6.4.2 (Warum nur quadratische Matrizen?). Fiir nicht-quadratische Matrizen gibt es
keine beidseitigen Inversen. Giabe es ndmlich A € k™" und B € k™" mit

AB=E, und BA=E,
dann wiare wie im Beweis eben Lg die Umkehrabbildung von
Ly k"> K™,
also L 4 ein Isomorphismus. Isomorphe endlich dimensionale Vektorrdume haben aber die gleiche
Dimension. Also folgt m = n.

Wir schreiben ab jetzt kurz M,(k) := kK" fir die quadratischen Matrizen.

Lemma 6.4.3. Seien V und W endlich-dimensionale k-Vektorrdume. Sei dim(V) = dim(W) und
L : V — W linear und surjektiv. Dann ist L ein Isomorphismus.

Beweis.  Sein = dim(V) = dim(W) und by, ..., b, eine Basis von V. Dann ist L(b;),..., L(b,) ein
Erzeugendensystem von W. Weil die Lange der Dimension entspricht ist es eine Basis. Sei G die
eindeutige lineare Fortsetzung von G(L(b;)) = b; furi € {1,...,n}. Dann ist G » L = Id auf einer
Basis und daher tiberall. Also ist G eine Linksinverse und damit ist L injektiv. Nach Voraussetzung
ist L surjektiv, also insgesamt bijektiv. Eine bijektive lineare Abbildung ist ein Isomorphismus,
denn ihre Umkehrabbildung ist wieder linear. O
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Lemma 6.4.4 (Rechtsinverse und Linksinverse stimmen iiberein). Seien

A, B € M, (k).

Gilt

AB=E,,
dann gilt auch

BA = E,.

Ebenso gilt, dass aus

BA =E,
folgt

AB = E,.

Beweis.  Wir zeigen die erste Aussage. Die zweite folgt durch Tauschen von A und B.
Angenommen, es gilt
AB = E,.

Dann gilt fiir die zugehorigen linearen Abbildungen
LA ° LB = Idkn .
Also ist L surjektiv: Zu jedem y € k" gilt ndmlich

y =1djn(y) = Ly(Lp(y)).
Da
LA N e

eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen Vektorrdaumen gleicher Dimension
ist, folgt aus der Surjektivitit nach Lemma 6.4.3 bereits, dass L4 ein Isomorphismus ist.
Die Umkehrabbildung von L4 ist eindeutig. Aus

LgoLg=1dn
folgt daher
Lg=L;%
Also gilt auch
LB ° LA = Idkn .
In Matrixsprache heifit das
BA = E,.
O
Korollar 6.4.5. Seien
A, B € My(k).

Dann gilt:
B=A"! < AB=E,

Insbesondere reicht es, eine Rechtsinverse zu finden.
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Beweis.  Ist B= A~!, dann gilt nach Definition

AB=E,
Gilt umgekehrt

AB=E,,
dann gilt nach Lemma 6.4.4 auch

BA = E,.

Also ist B eine inverse Matrix zu A.

6.4.1 Wie findet man eine Rechtsinverse?

Sei
A e M, (k).
Wir suchen eine Matrix
B € M, (k)
mit
AB=E,
Schreiben wir die Spalten von B als
| |
B={»n - Wl
| |
dann sind die Spalten von AB genau
Ayl, ceey Ayn

Lemma 6.4.6 (Spalten eines Matrixprodukts). Seien
Aek™" und Bek™.

Schreiben wir die Spalten von B als

dann gilt

Beweis.  Die j-te Spalte von B ist
b] = Bej

Dabher ist die j-te Spalte von AB gleich
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Korollar 6.4.7. Seien

A, B € My(k).
Schreiben wir die Spalten von B als
| |
B=1\»n Wn >
| |
dann gilt
AB=E,
genau dann, wenn
Ay =¢
fur alle
ief{l,..,n}
gilt.

Beweis.  Nach Lemma 6.4.6 sind die Spalten von AB genau

Ay, e, AYy.

Die Spalten von E, sind

€1,...,6
Also gilt

AB=E,
genau dann, wenn

Ay =g
fur allei € {1, ..., n} gilt. O

Bemerkung 6.4.8. Um A™! zu finden, miissen wir also die n linearen Gleichungssysteme
Ay =e, Ap=e, .., Ay =¢e

l6sen.

Alle diese Gleichungssysteme haben dieselbe Koeffizientenmatrix A. Deshalb 16sen wir sie
gleichzeitig.
6.4.2 Invertieren mit dem erweiterten Gaufiverfahren

Wir schreiben die rechten Seiten

€1,.--,6p

nebeneinander. So entsteht die mehrfach erweiterte Matrix

(AlEp).
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Definition 6.4.9 (Strenge Zeilenstufenform). Sei
A c kan

eine Matrix in Zeilenstufenform. Seien
jl << jr

die Pivotspalten.
Die Matrix A heif3t in strenger Zeilenstufenform, wenn zusétzlich gilt:

1. Alle Pivotstellen sind gleich 1, das heift
A =1
furallei € {1,...,1}.
2. In jeder Pivotspalte sind alle anderen Eintrdge gleich 0, das heif3t
Agj =0

fur allei € {1,...,7} und alle a = i.

Bemerkung 6.4.10. In gewohnlicher Zeilenstufenform stehen unterhalb jeder Pivotstelle bereits
Nullen. In strenger Zeilenstufenform stehen zusitzlich auch oberhalb jeder Pivotstelle Nullen,
und jede Pivotstelle ist zu 1 normiert.

Diese Form ist besonders angenehm, weil man die Losungen direkt ablesen kann.

Theorem 6.4.11 (Existenz der strengen Zeilenstufenform). Jede Matrix
A e kan

lasst sich durch elementare Zeilenoperationen in strenge Zeilenstufenform bringen.

Beweis. Nach dem Gauf3schen Eliminationsverfahren lasst sich A durch elementare Zeilen-
operationen zunichst in Zeilenstufenform bringen. Wir diirfen also annehmen, dass A bereits in
Zeilenstufenform ist.
Seien
J <o <Jr

die Pivotspalten. Die Pivotstellen
Apj,s A

Ty
sind alle ungleich 0.
Zuerst normieren wir die Pivotstellen. Fiir jedes i € {1, ..., r} multiplizieren wir die i-te Zeile mit

-1
Ai;ji .
Danach gilt

A 1

Lji =
furalleie{1,...,r}.

Nun eliminieren wir die Eintrdge oberhalb der Pivotstellen. Dazu gehen wir von unten nach
oben vor. Wir lassen i die folgende Folge ablaufen

(r,r—1,...,1).
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Iterativ ziehen wir fiir jede Zeile a < i das A, j-fache der i-ten Zeile von der a-ten Zeile ab. Danach
ist der Eintrag in Zeile a und Spalte j; gleich 0.

Diese Operationen zerstoren die bereits erreichten Pivotspalten nicht. Denn die i-te Zeile hat
vor ihrer Pivotstelle nur Nullen. Insbesondere hat sie in allen fritheren Pivotspalten

Jis s Ji—1

den Eintrag 0. Wenn wir also ein Vielfaches der i-ten Zeile zu einer oberen Zeile addieren, dndern
sich die fritheren Pivotspalten nicht.

Auf3erdem bleiben die Eintrage unterhalb der Pivotstellen gleich 0, denn wir verdndern nur
Zeilen oberhalb der jeweiligen Pivotzeile.

Am Ende sind alle Pivotstellen gleich 1, und in jeder Pivotspalte stehen aulerhalb der Pivotstelle
nur Nullen. Also liegt eine strenge Zeilenstufenform vor. O

Theorem 6.4.12 (Matrixinvertierung durch Gauf}). Sei
A e M, (k).
Wir bilden die mehrfach erweiterte Matrix
(AlEp).
Bringen wir sie durch elementare Zeilenoperationen in die (strenge Zeilenstufen-)Form
(EnlC),

dann ist A invertierbar und
Al=cC.

Wenn sich der linke Block nicht zu E,, umformen ldsst, dann ist A nicht invertierbar.

Beweis.  Wir betrachten die Spalten von C. Schreibe

C=lc - ¢

Die Zeilenoperationen auf
(AlE,)

sind genau dieselben Zeilenoperationen, die wir auf jedes der linearen Gleichungssysteme
Ay =¢

anwenden wiirden.
Da elementare Zeilenoperationen die Losungsmenge nicht veridndern, ist das System

Ay =€

dquivalent zu dem System, das nach dem Gaufiverfahren in der i-ten rechten Spalte steht.
Wenn die linke Seite zu E,, geworden ist, dann lautet das i-te System

Enyl = .
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Dieses System hat die offensichtliche Losung

yi = Ci.
Also gilt fir jedesi € {1,...,n}
ACi = €.
Nach Korollar 6.4.7 folgt
AC = E,.
Nach Korollar 6.4.5 ist also
Cc=A1

Es bleibt der Fall, dass sich der linke Block nicht zu E, umformen lasst. Bringt man den linken
Block in strenge Zeilenstufenform, dann bedeutet das: Er hat weniger als n Pivotstellen. Nach
dem Rang-Kriterium gilt dann

Rang(A) < n.

Also ist
Ly : k"> K"

kein Isomorphismus. Nach Lemma 6.4.1 ist A daher nicht invertierbar.
O

Zur einfacheren Notation fithren wir die Relation ~» auf der Menge der Matrizen ein. Wir
schreiben A ~» B falls es eine Kette von Zeilenstufentransformationen gibt, die A in B verwandeln.
Bemerke: ~» ist eine Aquivalenzrelation.

Algorithmus 6.4.13 (Eine Matrix invertieren). Sei
A e M, (k).
Um A~ zu berechnen, gehen wir so vor:

1. Bilde die mehrfach erweiterte Matrix
(AlEp).

2. Fiihre das Gauf3verfahren bis zur Zeilenstufenform aus, danach bringt man die Matrix iiber

elementare Zeilenoperationen in strenge Zeilenstufenform.
3. Entsteht links die Einheitsmatrix,

(A[E,) ~ (E4|C),
dann gilt
Al =C.

4. Entsteht links nicht die Einheitsmatrix, dann ist A nicht invertierbar.

Bemerkung 6.4.14 (Der rote Faden). Das Verfahren ist nur das erweiterte Gaufiverfahren mit
mehreren rechten Seiten:
Ay =e, ..., Ay, =e,

Statt diese Systeme einzeln zu lsen, 16sen wir sie gleichzeitig:
(A[Ep) » (Bj|A™D).

Die rechte Halfte enthalt am Ende die Spalten der inversen Matrix.
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Leitbeispiel 6.4.15 (Das Straflennetz: warum es keine Inverse gibt). Zum Abschluss die Frage, mit
der wir das Netz aus Leitbeispiel 6.1.5 verlassen: Legt eine Randvorgabe b die Verkehrsfithrung im
Inneren eindeutig fest — und zwar fiir jedes b? Das wire genau dann der Fall, wenn die Netzmatrix
M invertierbar ist; dann wire x = M~ !b die eine Losung.

Unser M ist zwar quadratisch (4 x 4), aber nicht invertierbar. Der Grund steht schon in Leitbei-
spiel 6.2.16: Der Kreisfluss (1,—1, 1, —1) liegt im Kern von Ly, dieser ist also nicht injektiv und
damit kein Isomorphismus — nach Lemma 6.4.1 ist M nicht invertierbar. Und das ist zwingend,
nicht zufillig: Sobald ein Netz auch nur einen Kreis enthilt, kann man zu jeder Losung einen
Umlauf addieren — Eindeutigkeit ist dann unmdoglich. Fiir unpassende Randvorgaben — etwa 100
hinein, aber nur 90 hinaus, also b = (100, 0,0,90)" — liefert das Rang-Kriterium Theorem 6.3.22
zudem gar keine Losung.

Ein invertierbares Netz wire eines, in dem die Knotenbilanzen jede einzelne Strafie festnageln:
kein Kreis, den man drehen, keine Strafle, die frei bleibt. Bei Strafiennetzen dieser Bauart ist das
allerdings nie zu erreichen — versuchen Sie gar nicht erst, eines zu zeichnen. Jede innere Strafle
taucht in genau zwei Knotenbilanzen auf, einmal als Abfluss und einmal als Zufluss; deshalb sind
die Zeilen der Netzmatrix immer voneinander abhangig (bei unserem M gilt -2, + Z, + Z3+ 7, = 0,
dahinter steckt die Gesamtbilanz ,hinein = hinaus®).

Sortieren wir zum Abschied genau, wer hier was verhindert — denn Kreis und Gesamtbilanz
sind nicht dasselbe Argument in zwei Gewandern. Invertierbarkeit verlangt zweierlei: eine Losung
fur jedes b (Existenz) und jeweils nur eine (Eindeutigkeit). Der Kreis sitzt im Kern und zerstort die
Eindeutigkeit; in Leitbeispiel 6.2.16 haben wir ausgerechnet, dass der Kern genau vom Umlauf
aufgespannt wird. Die Gesamtbilanz ist dagegen eine Relation zwischen den Zeilen und zerstort die
Existenz: Dieselbe Relation muss auch die rechte Seite erfiillen, 16sbar sind also nur Randvorgaben
mit

—by+by+b3+b,=0,
sprich ,hinein = hinaus“ — genau daran ist b = (100, 0,0,90)" oben gescheitert.

Dass das wirklich zwei verschiedene Phanomene sind, zeigt ein Netz ohne Kreis: A - B — C,
mit den Straflen x; und x, und 100 Autos hindurch. Die drei Knotengleichungen x; = 100, x; = x,
und x, = 100 haben die Zeilen (1,0), (1, —1) und (0, 1), und wieder gilt —Z; + Z, + Z3 = 0 — die
Gesamtbilanz gibt es in jedem Netz. Aber der Kern ist trivial: Aus x; = 0 und x; = x; folgt x = 0,
und tatsdchlich ist der Verkehr hier eindeutig festgelegt, namlich x; = x;, = 100. Ohne Kreis keine
Freiheit — die Zeilenrelation gefihrdet nur die Existenz, nie die Eindeutigkeit.

Warum treten bei unserem M dann beide Defekte gemeinsam auf? Weil M quadratisch ist: Fir
quadratische Matrizen sind ,Kern nichttrivial“ und ,Zeilen abhéngig” nach der Rangtheorie dqui-
valent — zwei Lesarten desselben Rangdefekts, von denen jede fiir sich die Nicht-Invertierbarkeit
beweist. (Beim 3 x 2-Netz von eben konnten die beiden nur auseinanderfallen, weil die Matrix
nicht quadratisch ist — dort scheitert Invertierbarkeit schon an der Form.) Fiir unser Netz gilt
dabei wortlich: Kern = Kreisfliisse — das haben wir ausgerechnet. Dass sich auch in beliebigen
Netzen jeder Vektor im Kern aus Kreis-Umldufen zusammensetzt, ist ein hiibscher Fakt der Gra-
phentheorie, den wir hier nur aussprechen. Kreis im Netz und Kern der Matrix sind dasselbe
Phianomen — einmal in der Sprache der Stralen, einmal in der Sprache der linearen Algebra.
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Kapitel 7

Die Determinante

7.1 Determinantenfunktionen

Wir beginnen mit einer abstrakten Definition. Sie legt nicht direkt eine konkrete Formel fiir die
Determinante fest. Stattdessen beschreibt sie, welche Eigenschaften eine Determinante haben soll.
Spater werden wir sehen, dass diese bereits die Determinante eindeutig bestimmen.

Wie zuvor schreiben wir

My(k) = kmn

fur die Menge der quadratischen n x n-Matrizen tiber einem Korper k.
Ist
A e M, (k),

so schreiben wir ihre Zeilen als
Z1(A),..., Z,(A) € k™.

Wir schreiben gelegentlich auch
det(zy, ..., z,).

Damit ist die Determinante der Matrix gemeint, deren i-te Zeile z; ist.
Definition 7.1.1 (Determinantenfunktion). Sei k ein Korper. Eine Abbildung
det : My(k) = k
heif3t eine Determinantenfunktion, wenn sie die folgenden drei Eigenschaften erfiillt:

Determinanteneigenschaft (D1). Linearitdt in jeder Zeile.

Halt man alle Zeilen bis auf eine fest, dann héngt die Determinante linear von dieser einen
Zeile ab. Wichtig ist hier das Festhalten aller anderen Zeilen!

Das heifit: Fiir alle i € {1, ...,n}, alle Zeilen zy, ..., z,, v, w € k" und alle Skalare r, s € k gilt
det(zq, ..., 2i_1, "V + SW, Zip 1,0, 2)
=rdet(zy, ..., 21, Vs Zig1s o> 2Zp) + SA€t(Z1, o0, Zi 1, W, Zig 15 -0 Z0)-

Determinanteneigenschaft (D2). Alternierung.
Sind zwei Zeilen gleich, dann ist die Determinante gleich 0.

Das heif3t: Fiir i # j gilt

det(21, .. Zim15V, Zig1s o> Zjm15 Vs Zjg 15 -0 5 Zn) = 0.
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Determinanteneigenschaft (D3). Normierung.

Die Einheitsmatrix hat Determinante 1:

det(E,) = 1.

Leitbeispiel 7.1.2 (Das Kristallgitter). Die drei Axiome (D1)-(D3) wirken zunéachst technisch.
Uber den reellen Zahlen haben sie aber eine anschauliche Bedeutung, die uns durch das ganze
Kapitel tragt.

Ein Kristall wird durch drei Gittervektoren ay, ay, a3 € R> aufgespannt. Sie bilden die Kanten der
Elementarzelle, eines Spats (Parallelepipeds) — das ist ein ,schiefer Quader®: sechs Seitenflachen,
von denen gegeniiberliegende parallel sind.

Grau unterlegt ist die von a, und a3 aufgespannte Grundfldche; h ist die Hohe der Spitze von
a; Uiber der Grundflachenebene. Dieses eine Bild tragt uns durch alle Leitbeispiele des Kapitels.
Schreibt man die drei Vektoren als Zeilen einer Matrix

a;
A= a | e R3X3,
as

so ist det(A) — das ist die Leitvorstellung, die dieses Kapitel plausibel macht — das vorzeichenbe-
haftete Volumen dieser Zelle. Und genau das erklart die drei Axiome:

(D1) Linearitat in jeder Zeile. Wir lesen ,Volumen = Grundflache mal Hohe® in der variablen
Kante g;: Die Grundflache ist das Parallelogramm der beiden festgehaltenen Kanten, die
Hohe der Abstand der Spitze von ¢; zur Grundflichenebene (im Bild: Grundfliche von ay, a3,
Héhe h von ay). Verdoppelt man g;, so verdoppelt sich die Hohe und damit das Zellvolumen.
Zerlegt man a; = v + w, so ist die Hohe von v + w die Summe der Héhen von vund w —
bei gleicher Grundflache addieren sich also die Volumina der Zelle zu vund der Zelle zu
w. (Vorsicht mit der Vorstellung: Die Zelle zu v + w wird nicht in die Zellen zu v und w
zerschnitten — es sind die Hohen, die sich addieren. Und liegen v und w auf verschiedenen
Seiten der Grundflichenebene, stimmt die Hohen-Addition nur, wenn man die Hohe mit
Vorzeichen zéhlt — schon hier zeigt sich, dass das vorzeichenbehaftete Volumen die bessere
Grofle ist.)

(D2) Alternierung. Fallen zwei Kanten zusammen (q; = a)), so ist die Zelle platt: Sie liegt in
einer Ebene und hat Volumen 0.

(D3) Normierung. Die Standardzelle (die Zeilen von Ej3) ist der Einheitswiirfel mit Volumen 1.

Die Axiome sind also nicht willkiirlich, sondern die definierenden Eigenschaften des Volumens.
Uber einem beliebigen Korper k ist det die algebraische Verallgemeinerung dieser Idee.
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Beispiel 7.1.3 (Das Vorzeichen: Handigkeit). Warum vorzeichenbehaftet? Der Betrag |det(A)| ist
das Volumen, das Vorzeichen misst die Orientierung (Handigkeit) der Kanten.

Am Kklarsten ist das in der Ebene, wo ,Volumen® die Flache bedeutet. Die Vektoren u = (2,0)
und v = (0, 3) spannen ein Rechteck der Flache 6 auf:

2 0
det(0 3)—6>0.

Diesen Wert kdnnen wir schon jetzt allein aus den Axiomen ausrechnen — mit (D1) klammern
wir 2 aus der ersten und 3 aus der zweiten Zeile aus, mit (D3) bleibt die Einheitsmatrix:

2 0 1 0
det(0 3)—2-3-det(0 1)—6.

Die Axiome koénnen also wirklich rechnen. Hier liegt v gegen den Uhrzeigersinn von u — ein
rechtshdndiges Paar. Weil die Determinante alternierend ist (D2), kehrt das Vertauschen der beiden
Kanten das Vorzeichen um (die Regel (D5), Typ 1, weiter unten macht das prazise):

0 3
det(2 0) =—-6<0.

Dieselbe Flache 6, aber linkshdndig durchlaufen. Auch eine Spiegelung erzeugt das Minuszeichen:

v/ = (0, —3) liefert
2 0
det (0 _3> =—6

(wieder per Ausklammern: 2-(—3)-det(E,)). Im Raum ist es die Rechte-Hand-Regel: Bilden (ay, a,, a3)
Daumen, Zeige- und Mittelfinger der rechten Hand, so ist det(A) > 0 (rechtshindige Zelle); ein
linkshandiges System oder eine Spiegelung liefert det(A) < 0; und det(A) = 0 heifit, die Zelle ist
in eine Ebene kollabiert.

Bemerkung 7.1.4 (Multilinearitat). Die Eigenschaft (D1) heifit auch Multilinearitdt in den Zeilen.
Sie unterscheidet sich deutlich von gewohnlicher Linearitat.
Sei zunéchst

L: M(k)—k

eine lineare Abbildung im gewohnlichen Sinn, also linear in der ganzen Matrix. Sei auflerdem
M : M,(k) >k

eine Abbildung, die multilinear in den Zeilen ist.
Skalieren wir die gesamte Matrix A € M,(k) mit einem Skalar A € k, dann gilt fur L

L(AA) = AL(A).
Fir M gilt dagegen
M(AA) = A"M(A).

Der Grund ist, dass beim Skalieren der ganzen Matrix jede der n Zeilen mit A multipliziert wird.
Durch die Linearitét in jeder einzelnen Zeile erhalt man daher insgesamt n Faktoren A.
Auch bei der Addition sieht man den Unterschied. Sei B € M, (k). Fir die lineare Abbildung L
gilt einfach
L(A + B) = L(A) + L(B).
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Fiir eine multilineare Abbildung ist die entsprechende Formel viel grofler. Schreiben wir die Zeilen
von A als ay, ..., a, und die Zeilen von B als by, ..., b,, dann hat A + B die Zeilen

a + bl! sy + bn.
Im Fall n = 2 ergibt Multilinearitat:
M(ay + by, az + by) = M(ay, ap) + M(ay, by) + M(by, ap) + M(by, by).

Es entstehen also bereits vier Summanden.
Im Fall n = 3 erhélt man entsprechend:

M(al + bl: as + bz,a3 + bg) = M(al,az, 613) + M(al,az, b3) + M(al, bz, (13) + M(al, bz, bg)
+ M(bl, a, 03) + M(bl,az,bg) + M(bl, bz,a3) + M(bl, bz, b3)

Es entstehen also acht Summanden.

Allgemein entstehen bei n Zeilen 2" Summanden. In jedem Summanden wird fiir jede Zeile
einzeln entschieden, ob man die entsprechende Zeile aus A oder aus B nimmt.

Das zeigt auch, warum man bei einer Abbildung mit nur einem Argument erklaren muss, worin
die Multilinearitit wirkt. Als Abbildung

My(k) > k

hat M formal nur ein Argument, ndmlich eine Matrix. Wir betrachten diese Matrix aber zugleich
als geordnetes Tupel ihrer Zeilen. In diesem Sinn ist M multilinear in den Zeilen, also linear in
jedem Eintrag dieses Zeilentupels.

Hat eine Abbildung dagegen von vornherein mehrere Argumente, zum Beispiel

F:VixwxV, > W,

dann bedeutet Multilinearitét einfach: Die Abbildung ist linear in jedem einzelnen Argument,
wenn alle anderen Argumente festgehalten werden.

Bemerkung 7.1.5 (Existenz einer Determinante?). An dieser Stelle ist noch nicht klar, dass es
eine Determinantenfunktion iiberhaupt gibt.

Es ist auch noch nicht klar, dass sie eindeutig ist.

Wir werden beides zeigen. Die Definition sagt zunichst nur: Falls es eine Determinante gibt,
dann soll sie genau diese grundlegenden Eigenschaften haben.

Lemma 7.1.6 (Nullzeilen und elementare Zeilenoperationen). Sei
det : My(k) = k

eine Determinantenfunktion.
Dann gelten zusdtzlich die folgenden Eigenschaften:

Determinanteneigenschaft (D4). Nullzeilen.

Hat A eine Nullzeile, dann gilt
det(A) = 0.

Determinanteneigenschaft (D5). Elementare Zeilenoperationen und die Determinante.

237



Typ 1 (Zeilentausch): Entsteht B aus A, indem zwei Zeilen vertauscht werden, dann gilt
det(B) = —det(A).

Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Entsteht B aus A, indem eine Zeile mit einem Skalarr € k
multipliziert wird, dann gilt
det(B) = rdet(A).

Fiir eigentliche elementare Zeilenoperationen verlangt manr # 0. Die Formel gilt aber
auch fiirr = 0.

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Entsteht B aus A, indem das r-fache einer Zeile
zu einer anderen Zeile addiert wird, dann gilt

det(B) = det(A).

Beweis.  Wir schreiben die Zeilen der Matrix als zq, ..., z;.

Beweis von Determinanteneigenschaft (D4). Angenommen, die i-te Zeile ist die Nullzeile.
Wir wihlen irgendeinen Vektor v € k". Dann gilt

0=0v+0v
Mit der Determinanteneigenschaft (D1) folgt daher
det(z1, ..., 21-1,0, Zj4 15 -5 Zy)
=0-det(zy,...,Zi_1, Vs Ziy1, s 2p) + 0 - det(zy, ..., Zi1, Vs Zig 15 -+ » Z1)
=0.
Also gilt det(A) = 0.
Beweis von Determinanteneigenschaft (D5). Wir beweisen die drei Typen getrennt.

Typ 1 (Zeilentausch): Seien die der Matrix A durch zi, ..., z, gegeben. Wir tauschen Zei-
leniund jmiti < j. Alle anderen Zeilen bleiben fest. Seiv := z und w : = z;.

Nach der Determinanteneigenschaft (D2) gilt
0 =det(zy,...., 2i—1,V + W, Zip1, s Zj=1, V + W, Zj1q, o0 5 Zy).
Mit der Determinanteneigenschaft (D1) in den beiden betroffenen Zeilen folgt

0= det(zl, o5 Zi 15V Zjg s ees Zj—l’ V, Zj+1’ vees Zn)
+det(zy, ..., i1, V> Zitr 1> s Zjm1s W, Zjg1s s Zy)
+ det(zy, ..., Zi_1, W, Zit1» s Zjo15 V5 Zjg1s s Zy)
+ det(zy, ..., Zi_1, W, Zit1» e Zjo1s W5 Zj 1 s Zy) .
Im folgenden lassen wir die z; weg und markieren nur mit ...wo wir Eintrage nicht

geschrieben haben. Der erste und der letzte Summand sind nach der Determinanten-
eigenschaft (D2) gleich 0. Also bleibt

0 =det(...,v,...,w,..) +det(...,w,...,v,...).

Daher gilt
det(...,w,...,v,...) = —det(...,v,...,w,...).

Das ist genau die Behauptung.
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Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Entstehe Baus A, indem die i-te Zeile Z;(A) durch rZ;(A)
ersetzt wird.

Das ist ein Spezialfall der Determinanteneigenschaft (D1) und es folgt sofort

det(B) = det(Z,(A), ..., Zi_1(A),rZ(A), Zi11(A), ..., Z,(A))
= det(Z1(A), ..., Z1(A),rZi(A) + 0 - v, Zi11(A), ..., Z,(A))
=rdet(Z,(A), ..., Z_1(A), Z(A), Zi1(A),..., Z,(A)) + 0 - det(...)
= rdet(A).

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Entstehe B aus A, indem das r-fache der i-ten
Zeile zur j-ten Zeile addiert wird. Hier seii # j.

Wir nennen die i-te Zeile vund die j-te Zeile w. Alle anderen Zeilen bleiben unverindert.

Dann ist die neue j-te Zeile gleich w + rv. Mit der Determinanteneigenschaft (D1) in
der j-ten Zeile erhalten wir

det(B) = det(...,v,...,w+rv,...)

=det(...,v,...,w,...) +rdet(...,v,..., v, ...).

Der zweite Summand ist nach der Determinanteneigenschaft (D2) gleich 0, denn dort
kommen zwei gleiche Zeilen vor.

Also gilt
det(B) = det(..., v, ...,w,...) = det(A). O

Lemma 7.1.7 (Determinante einer Zeilenstufenform). Sei
det : My(k) = k
eine Determinantenfunktion. Ist B € M, (k) in Zeilenstufenform, dann gilt

Determinanteneigenschaft (D6). Zeilenstufenform.

Die Determinante einer quadratischen Matrix in Zeilenstufenform ist das Produkt der Diago-
naleintrage:
det(B) = Bll Bnn.

Beweis.  Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall 1: B hat eine Nullzeile. Da B in Zeilenstufenform ist, stehen alle Nullzeilen unten. Also ist
fur mindestens ein i der Diagonaleintrag B; gleich 0. Damit gilt

By - Byp = 0.
Andererseits gilt nach der Determinanteneigenschaft (D4)
det(B) = 0.

Also gilt die behauptete Formel.
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Fall 2: B hat keine Nullzeile. Dann hat B genau n Pivotstellen. Seien
J1 < <Un
die Pivotspalten. Da j; > i fiir alle i gilt und zugleich j, < n ist, folgt
Ji=i
fur allei = 1,...,n. Also sind die Pivotstellen genau die Diagonaleintrage. Insbesondere gilt

Bi1s....Byp £ 0.

Nun eliminieren wir mit elementaren Zeilenoperationen vom Typ 3 alle Eintrége oberhalb
der Diagonale. Dabei gehen wir von unten nach oben vor. Diese Operationen verandern
die Determinante nach der Determinanteneigenschaft (D5), Typ 3, nicht.

Am Ende erhalten wir die Diagonalmatrix

By 0 - 0

0 B w0

D=[. :22 .. :
0 0 - By,

Also gilt
det(B) = det(D).

Aus der Determinanteneigenschaft (D5), Typ 2, folgt durch Ausklammern der Diagonalein-

trage aus den Zeilen
det(D) = Bll Bnn det(En)

Nach der Determinanteneigenschaft (D3) ist det(E,) = 1. Also gilt

det(B) = Bll Bnn. D

7.2 Berechnung mit dem Gauf3verfahren

Wir haben bisher noch nicht gezeigt, dass eine Determinantenfunktion tiberhaupt existiert. Die
Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) kénnten also zunédchst widerspriichlich sein. Dann gébe es gar
keine Abbildung, die diese Eigenschaften erfiillt.

Auch die folgenden Rechenregeln sind deshalb zunéchst konditional zu verstehen: Wenn eine
Determinantenfunktion existiert, dann muss sie sich unter Zeilenoperationen so verhalten, wie
es die Determinanteneigenschaft (D5) vorschreibt.

Das ist aber bereits sehr stark. Denn das Gaufiverfahren bringt jede Matrix durch elementare
Zeilenoperationen in Zeilenstufenform. Auf Zeilenstufenformen ist der Wert der Determinante
durch die Determinanteneigenschaft (D6) festgelegt. Also kann es hochstens eine Determinanten-
funktion geben.

Algorithmus 7.2.1 (Gaufscher Berechnungsalgorithmus). Sei

A e M, (k).
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Angenommen, es existiert eine Determinantenfunktion
det : M,(k) — k.

Dann kann det(A) mit dem Gauflverfahren berechnet werden. Das heifst man bringt A durch
elementare Zeilenoperationen in eine Zeilenstufenform B. Dabei fiihren wir einen Skalar ¢ € k mit.
Zu jedem Zeitpunkt soll gelten:

det(aktuelle Matrix) = cdet(A).

Am Anfang ist die aktuelle Matrix gleich A, also setzen wirc = 1.
Bei den elementaren Zeilenoperationen aktualisieren wir ¢ wie folgt:

Typ 1 (Zeilentausch): Wird ein Zeilentausch durchgefiihrt, dann ersetzen wir

¢ durch —c.

Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Wird eine Zeile mitr # 0 multipliziert, dann ersetzen wir

¢ durch rc.

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Wird ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile
addiert, dann bleibt ¢ unverdindert.

Am Ende erhalten wir eine Matrix B in Zeilenstufenform. Dann gilt nach Lemma 7.1.7
det(B) = By,1By3 - By
Da det(B) = cdet(A) gilt, erhalten wir

det(A) = C_lBllez Bnn.

Proposition 7.2.2 (Gaufy bestimmt jede Determinantenfunktion). Angenommen, es existiert eine
Determinantenfunktion

det : M (k) — k.
Dann berechnet der Algorithmus 7.2.1 fiir jede Matrix A € M, (k) den Wert det(A).

Beweis.  Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Determinanteneigenschaften (D4) und (D5)
und aus Lemma 7.1.7. Die Aktualisierung des Faktors c ist genau so gewihlt, dass nach jedem
Schritt gilt:

det(aktuelle Matrix) = cdet(A).

Fiir die Zeilenstufenform Bberechnet Lemma 7.1.7 dann det(B). Also ist auch det(A) bestimmt. [

Leitbeispiel 7.2.3 (Das Kristallgitter: Scherung erhdlt das Volumen). Warum darf man die Deter-
minante Giberhaupt mit Gauf3-Elimination ausrechnen? Im Kristallgitter Leitbeispiel 7.1.2 ist der
Grund sichtbar: Die drei elementaren Zeilenoperationen sind Manipulationen der Elementarzelle.

« Typ 3 (das r-fache einer Zeile zu einer anderen addieren) ersetzt eine Kante g; durch g; +ra;:
Man schert die Zelle — wie einen Kartenstapel, den man schrag schiebt: Die Spitze der Kante
wandert parallel zur Grundfldche. Grundflache und Hohe bleiben, also auch das Volumen —
det dndert sich nicht (D5, Typ 3).
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+ Typ 1 (Zeilentausch) vertauscht zwei Kanten. Aufgepasst: Als Punktmenge ist der Spat
danach derselbe, sein Volumen auch! Was sich umkehrt, ist die Reihenfolge der Kanten, also
die Héndigkeit aus Beispiel 7.1.3 — die Determinante misst das geordnete Tripel (a;, ay, a3),
nicht blof} die Punktmenge. Deshalb wechselt det das Vorzeichen (D5, Typ 1).

+ Typ 2 (Skalierung) streckt eine Kante um r und damit das Volumen um r.

Der Algorithmus bringt die Matrix in Dreiecksform — die Zelle ist dann so gestellt, dass sich ihr
Volumen nach Lemma 7.1.7 einfach als Produkt der Diagonaleintrige ablesen ldasst — und fihrt
dabei genau Buch iiber die aufgesammelten Vorzeichen und Streckfaktoren.

Korollar 7.2.4 (Eindeutigkeit der Determinante). Es gibt hdchstens eine Determinantenfunktion

det : M (k) — k.

Beweis.  Seien det; und det, zwei Determinantenfunktionen. Nach Proposition 7.2.2 werden
beide durch denselben Gauf3-Algorithmus berechnet. Also gilt fiir jede Matrix A € M, (k)

detl(A) = detz(A)
Damit sind die beiden Abbildungen gleich. O

Bemerkung 7.2.5 (Logischer Status). Das Korollar beweist noch nicht, dass eine Determinan-
tenfunktion existiert. Es beweist nur: Falls eine Determinantenfunktion existiert, dann ist sie
eindeutig.

Insbesondere muss man an dieser Stelle noch nicht wissen, ob verschiedene mégliche Gauflwege
immer denselben Zahlenwert liefern. Wenn die Determinante existiert, dann miissen sie denselben
Wert liefern. Die Existenz beweisen wir danach durch eine konkrete Formel.

7.3 Existenz: die Leibnizformel

Wir haben nun gezeigt, dass es hochstens eine Determinantenfunktion geben kann. Es bleibt zu
zeigen, dass es tatsichlich eine gibt.
Dafiir benutzen wir das Vorzeichen von Permutationen. Fur o € S, bezeichnen wir mit

signum(o) € {1, -1}
das Vorzeichen von o.

Theorem 7.3.1 (Leibnizformel). Seik ein Korper. Fiir A € M, (k) setzen wir

AA) =) signum(0)A; 5(1) A 5(2) * Ang(n):

oES,

Dann ist
A M(k) >k

eine Determinantenfunktion. Wie bei det schreiben wir auch A(zy, ..., z,) fiir den Wert von A auf der
Matrix mit Zeilen z1, ..., z,.

Beweis.  Wir priifen die Determinanteneigenschaften (D1), (D2) und (D3).
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Determinanteneigenschaft (D1). Wir zeigen die Linearitét in einer festen Zeile. Sei also i €
{1,...,n} fest. Alle Zeilen aufler der i-ten seien fest vorgegeben. Seien v,w € k" und r, s € k.

In jedem Summanden der Leibnizformel kommt aus der i-ten Zeile genau ein Faktor vor,
namlich der Eintrag in Spalte o(i). Ersetzen wir die i-te Zeile durch rv+ sw, dann wird dieser
Faktor zu

(rv+ sw)c(l-) = IVg(i) + SWs(i)-

Daher kénnen wir die Summe mit dem Distributivgesetz aufspalten:
A(Z1y s Zi 1, TV + SW, Zip 15 oo 5 Z)

=rA(Z1, o Zi 15 Vs Zig 1 - > Zn) + SA(Z1, oe s Zi— 15 W, Zig 15 oe 5 Zn)-
Also erfullt A die Determinanteneigenschaft (D1).
Determinanteneigenschaft (D2). Angenommen, die p-te und die g-te Zeile von A sind gleich,
wobei p # q. Sei T = (p q) € S, die Transposition, die p und g vertauscht.

Wir paaren jeden Summanden zur Permutation ¢ mit dem Summanden zur Permutation
o o 7. Diese Paarung hat keine Fixpunkte und zerlegt S, in Zweierpaare.

Da 7 eine Transposition ist, gilt
signum(o o 7) = — signum(o).

Auflerdem sind die Produkte der Matrixeintrage in den beiden gepaarten Summanden gleich.
Denn o o 7 vertauscht nur die beiden ausgewahlten Spalteneintrige in den Zeilen p und g,
und diese beiden Zeilen sind gleich. Also gilt

A16(1) " Anon) = AL (oor)(1) *** Any(oer)(n)-

Die beiden gepaarten Summanden haben daher entgegengesetztes Vorzeichen und heben

sich auf. Also ist die ganze Summe gleich 0. Damit erfillt A die Determinanteneigenschaft
(D2).

Determinanteneigenschaft (D3). Wir betrachten die Einheitsmatrix E,. Fir o € S, ist das
Produkt

(ED1,0(1)(En)26(2) ~* (Edno(n)
genau dann gleich 1, wenn o(i) = i fiir alle i gilt. Das ist genau fiir 0 = Id der Fall. Fiir alle
anderen Permutationen ist mindestens ein Faktor gleich 0. Also bleibt in der Leibnizformel
nur der Summand zur Identitat iibrig. Daher gilt
A(E,) = signum(Id) = 1.
Damit erfiillt A die Determinanteneigenschaft (D3).

Also ist A eine Determinantenfunktion. O

Korollar 7.3.2 (Existenz und Eindeutigkeit der Determinante). Fiir jeden Korper k und jedesn > 1
gibt es genau eine Determinantenfunktion

det : M,(k) — k.
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Beweis.  Die Existenz folgt aus der Leibnizformel in Theorem 7.3.1. Die Eindeutigkeit folgt aus
Korollar 7.2.4. O

Korollar 7.3.3 (Wohldefiniertheit der Gauf3-Berechnung). Der Gauf3-Algorithmus zur Berechnung
der Determinante liefert unabhdngig von allen zuldssigen Entscheidungen denselben Wert. Insbeson-
dere ist es egal, welche Pivotzeilen man wdhlt, in welcher zuldssigen Reihenfolge man weiterrechnet
und welche Zeilenstufenform am Ende entsteht.

Beweis.  Nach Korollar Korollar 7.3.2 existiert genau eine Determinantenfunktion. Nach Pro-
position 7.2.2 berechnet jedes Gauf3-Verfahren diese eine Funktion. Also kénnen verschiedene
zulédssige Gauf3-Verfahren nicht verschiedene Werte liefern. O

Bemerkung 7.3.4. Korollar 7.3.3 ist inhaltlich wichtig. Es gibt sehr viele verschiedene Wege,
eine Matrix mit Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform zu bringen. Man kann andere Pivotzeilen
wihlen, Zeilen frither oder spéter skalieren, oder Eintrége in anderer Reihenfolge eliminieren.

Dass trotzdem immer dieselbe Zahl herauskommt, ist nicht selbstverstandlich. Es folgt daraus,
dass die abstrakten Eigenschaften (D1), (D2) und (D3) tatsdchlich widerspruchsfrei sind und die
Determinante eindeutig bestimmen.

Theorem 7.3.5 (Determinante der transponierten Matrix). Sei k ein Korper und sei A € M, (k).
Dann gilt
det(AT) = det(A).

Beweis. ~ Wir benutzen die Leibnizformel. Fiir jedes o € S, gilt
(AD)ioG) = As(i)i
fir alle i € {1, ...,n}. Daher ist

det(AT) = Z signum(o)Ag(1),1 * Ag(n)n-

oES,

Setze nun 7 := ¢~ !. Die Abbildung ¢ > ¢! ist eine Bijektion von S, auf sich, denn sie ist ihre
eigene Umkehrabbildung. Daher wissen wir: Wenn ¢ alle Permutationen aus S, durchlauft, dann
durchlauft auch r alle Permutationen aus S,. Aulerdem gilt signum(o) = signum(z), denn signum
ist ein Gruppenhomomorphismus und

signum(o) signum(c ') = signum(Id) = 1.
Aus 7 = 0! folgt: Wenn o (i) = j gilt, dann gilt i = 7(j). Also ist
As(),1 7 Asm)n = A1) Ang(n)-
Hier benutzen wir nur, dass das Produkt im Kérper kommutativ ist. Damit erhalten wir

det(AT) = Z signum(t) A (1) -+ Apr(n) = det(A). O

€S,

Bemerkung 7.3.6 (Konzeptionelle Deutung). Ein Summand der Leibnizformel wahlt aus jeder
Zeile und aus jeder Spalte genau einen Eintrag aus. Beim Transponieren werden die Rollen von
Zeilen und Spalten vertauscht. Die zugehorige Permutation wird dadurch durch ihre inverse
Permutation ersetzt. Das Vorzeichen dndert sich dabei nicht.

Danach darf man auch folgern: Alle Rechenregeln fiir Zeilen gelten entsprechend fiir Spalten.
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7.4 Determinante, Rang und Invertierbarkeit

Bisher haben wir die Determinante axiomatisch beschrieben und berechnet. In diesem Abschnitt
zeigt sich ihr diagnostischer Wert: Am Verschwinden der Determinante erkennt man, dass der
Rang abfallt und die Matrix nicht invertierbar ist.

Theorem 7.4.1 (Determinanten erkennen Nicht-Invertierbarkeit). Sei A € M, (k). Dann sind
dquivalent:

det(A)=0 << Rang(A)<n <« A istnicht invertierbar.

Beweis.  Wir bringen A mit elementaren Zeilenoperationen auf Zeilenstufenform B. Elementare
Zeilenoperationen verandern den Rang nicht. Auflerdem veréndern sie die Determinante nach
der Determinanteneigenschaft (D5) hochstens um einen Faktor ungleich 0. Also gilt

det(A) =0 <« det(B)=0.

Nach Lemma 7.1.7 gilt
det(B) = By By; -+ Byp.

Da B in Zeilenstufenform ist, ist dieses Produkt genau dann ungleich 0, wenn B vollen Rang n hat.
Also gilt
det(B)=0 <= Rang(B)<n.

Da elementare Zeilenoperationen den Rang nicht verandern, ist dies 4quivalent zu
Rang(A) < n.
SchlieBllich ist A genau dann invertierbar, wenn die zugehorige lineare Abbildung
Ly : K" > K"

ein Isomorphismus ist. Nach Lemma 6.4.3 reicht dafiir Surjektivitit. Surjektivitit von L4 ist aber
aquivalent zu
Rang(A) = n.

Also gilt
A ist nicht invertierbar < Rang(A) < n.

Damit sind alle Aquivalenzen gezeigt. O

Bemerkung 7.4.2 (Warum die Determinante mehr ist als ein Rangtest). Fiir die reine Frage, ob
eine konkrete Matrix invertierbar ist, ist der Rang zunéchst oft der direkteste Zugang. Man kann
ihn mit dem Gauf3-Verfahren sehr zuverlassig berechnen.

Die Determinante hat aber einen anderen Vorteil: Sie ist nicht nur ein diskreter Wert wie der
Rang, sondern ein algebraischer Ausdruck in den Matrixeintragen. Schon die Leibnizformel zeigt,
dass det(A) ein Polynom in den Eintrdgen von A ist. Der Rang dagegen ist algebraisch deutlich
unschoner.

Uber R kann man deshalb zusitzlich analytische Information sehen. Sei zum Beispiel A € M,(R)
von vollem Rang. Fir jedes r # 0 hat auch rA vollen Rang, also gilt

Rang(rA) = n.
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Wenn r — 0, dann geht rA im Sinne der Analysis gegen die Nullmatrix. Der Rang bleibt fiir r # 0
trotzdem konstant gleich n und springt erst bei r = 0.
Die Determinante sieht diesen Ubergang feiner. Wegen der Determinanteneigenschaft (D1) in
jeder Zeile gilt
det(rA) = r" det(A).

Also geht auch
det(rA) —» 0

fiir r — 0. Die Determinante erkennt also nicht nur, ob eine Matrix invertierbar ist, sondern misst
auch algebraisch, wie sich eine Matrix einer singuldren Situation nahert.
Das wird spater besonders wichtig bei der Berechnung von sogenannten ,Eigenwerten®.

Leitbeispiel 7.4.3 (Das Kristallgitter: wann die Zelle kollabiert). Fiir das Gitter Leitbeispiel 7.1.2
liest sich Theorem 7.4.1 unmittelbar. det(A) = 0 heift: Die drei Gittervektoren sind linear abhéngig,
einer liegt in der von den beiden anderen aufgespannten Ebene. Dann ist die Zelle platt gedriickt
— sie hat kein dreidimensionales Volumen mehr, und das ,Gitter” fiillt hochstens noch eine Ebene.
Ein echter dreidimensionaler Kristall verlangt also det(A) # 0, gleichbedeutend damit, dass A
invertierbar ist und die Gittervektoren eine Basis des R> bilden. Determinante null, Rangabfall
und Kollaps der Zelle sind ein und dasselbe Phinomen.

7.5 Elementarmatrizen und die Produktformel

7.5.1 Matrizen kodieren Zeilenoperationen

Die elementaren Zeilenoperationen lassen sich selbst wieder als Matrizen ausdriicken. Die Idee
ist sehr einfach: Eine Zeilenoperation ist dadurch bestimmt, was sie mit den Zeilen einer Matrix
macht. Wendet man dieselbe Zeilenoperation auf die Einheitsmatrix an, dann erhalt man eine
Matrix, die diese Zeilenoperation durch Linksmultiplikation ausfiihrt.

Tatséchlich kann man, wie wir sehen werden jede Matrix als (sehr komplexe) Zeilenoperation
kodieren und umgekehrt.

Definition 7.5.1 (Elementarmatrizen). Sei p eine elementare Zeilenoperation auf n x n-Matrizen.
Die zu p gehorige Elementarmatrix ist

O, := p(Ep).
Die drei Typen sind:

Typ 1 (Zeilentausch): Vertauscht p die Zeilen i und j, dann entsteht O, aus E,, indem man dort
die Zeilen i und j vertauscht.

Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Multipliziert p die Zeile i mit einem Skalar r # 0, dann entsteht
O, aus E,, indem man dort die Zeile i mit r multipliziert.

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Addiert p das r-fache der Zeile i zur Zeile j, dann
entsteht O, aus E,, indem man dort das r-fache der Zeile i zur Zeile j addiert.

Lemma 7.5.2 (Elementarmatrizen fithren Zeilenoperationen aus). Sei p eine elementare Zeilen-
operation auf n x n-Matrizen und sei

Op = p(E,)
die zugehorige Elementarmatrix. Dann gilt fiir jede Matrix A € M, (k):

0,A = p(A).
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Beweis.  Die Zeilen von O, sagen genau, welche Linearkombinationen der urspriinglichen Zeilen
gebildet werden sollen. Bei der Multiplikation O,A passiert mit den Zeilen von A genau dasselbe.
Genauer gilt fiir jede Matrix O € M, (k):

Z(0A) = )" 04 Z(A).
=1

Die i-te Zeile von OA ist also dieselbe Linearkombination der Zeilen von A, wie die i-te Zeile von
O eine Linearkombination der Standardzeilen ist. Fir O = Op sind diese Linearkombinationen
gerade durch die Zeilenoperation p vorgegeben. Also gilt

0,A = p(A). O

7.5.2 Elementarmatrizen und die Determinante

Lemma 7.5.3 (Determinanten von Elementarmatrizen). Sei O, eine Elementarmatrix. Dann gilt:

Typ 1 (Zeilentausch): Ist O, eine Zeilentauschmatrix, dann gilt

det(0,) = 1.

Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Ist O, eine Skalierungsmatrix mit Faktorr # 0, dann gilt

det(Op) =r.

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Ist O, eine Additionsmatrix, dann gilt

det(0,) = 1.

Beweis.  Nach Definition ist
Op = p(Eyp).

Wir wenden also die Zeilenoperation p auf die Einheitsmatrix an. Nach der Determinantenei-
genschaft (D5) verdndert sich dabei die Determinante genau mit dem Faktor, der zur jeweiligen
Zeilenoperation gehort. Da nach der Determinanteneigenschaft (D3) gilt

det(E,) =1,
folgen die drei angegebenen Werte sofort. O

7.5.3 Die Produktregel

Lemma 7.5.4 (Produktregel fiir Elementarmatrizen). Sei E € M, (k) eine Elementarmatrix. Dann
gilt fiir jede Matrix A € M, (k):
det(EA) = det(E) det(A).
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Beweis.  Sei O = O, die Elementarmatrix zur Zeilenoperation p. Nach Lemma 7.5.2 gilt
OA = p(A).

Nach der Determinanteneigenschaft (D5) verandert p die Determinante mit demselben Faktor,
den p nach Lemma 7.5.3 auch auf der Einheitsmatrix erzeugt. Dieser Faktor ist also det(O). Daher
gilt

det(OA) = det(O) det(A). O

Bemerkung 7.5.5. Nicht jede Matrix ist ein Produkt von Elementarmatrizen. Das kann auch nicht
stimmen, denn Elementarmatrizen sind invertierbar, und ein Produkt invertierbarer Matrizen ist
wieder invertierbar. Richtig ist die folgende Aussage fiir invertierbare Matrizen.

Lemma 7.5.6 (Invertierbare Matrizen als Produkte von Elementarmatrizen). Sei A € M, (k)
invertierbar. Dann gibt es Elementarmatrizen Oy, ..., O; € My(k) mit

A=0; 0,

Beweis.  Da A invertierbar ist, bringt das Gaufiverfahren zur Matrixinvertierung die Matrix A
durch elementare Zeilenoperationen auf E,. Es gibt also Elementarmatrizen Fi, ..., F; mit

F,-F,A=E,

Daher gilt
A=Ft.FL

Die Umkehrmatrix einer Elementarmatrix ist wieder eine Elementarmatrix, denn jede elementare
Zeilenoperation kann durch eine elementare Zeilenoperation riickgéngig gemacht werden. Also
ist A ein Produkt von Elementarmatrizen. O

Bemerkung 7.5.7 (Der Gedanke hinter dem Beweis). Eine Matrix ist genau dann invertierbar,
wenn sie durch elementare Zeilenoperationen auf die Einheitsmatrix gebracht werden kann. Jede
dieser Zeilenoperationen entspricht einer Linksmultiplikation mit einer Elementarmatrix. Damit
entspricht die ganze Gaufirechnung einer Multiplikation mit einem Produkt von Elementarmatri-
zen.

Ist eine Matrix dagegen nicht invertierbar, dann kann sie durch Gaufy zwar in Zeilenstufenform
gebracht werden, aber nicht bis zur Einheitsmatrix. In diesem Fall entsteht eine Nullzeile. Genau
daran sieht man auch aus Determinantensicht, warum eine solche Matrix nicht als Produkt
von Elementarmatrizen auftreten kann: Elementarmatrizen haben Determinante ungleich Null,
wihrend eine Matrix mit Nullzeile Determinante Null hat.

Korollar 7.5.8 (Produktformel). Fiir alle Matrizen A, B € M, (k) gilt

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis.  Wir unterscheiden zwei Fille.
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Fall 1: A ist invertierbar. Nach Lemma 7.5.6 gibt es Elementarmatrizen Fj, ..., F; mit
A=F F,
Durch wiederholte Anwendung von Lemma 7.5.4 erhalten wir
det(AB) = det(F, --- F,B) = det(F;) --- det(F;) det(B).
Es gilt aber auch wegen Lemma 7.5.4, dass
det(A) = det(F; - Fy) = det(F;) -- det(F).

Also gilt
det(AB) = det(A) det(B).

Fall 2: A ist nicht invertierbar. Dann gilt nach dem bereits bewiesenen Invertierbarkeitskrite-
rium fiir Determinanten

det(A) = 0.
Auflerdem ist AB ebenfalls nicht invertierbar. Denn wire AB invertierbar, so gibe es eine
Matrix C mit
ABC = E,,.
Dann wire
A(BC) = E,,.

Also wire die von A induzierte lineare Abbildung surjektiv. Nach Lemma 6.4.3 wire sie ein
Isomorphismus. Damit wére A invertierbar, im Widerspruch zur Annahme.

Also ist AB nicht invertierbar. Wieder nach dem Invertierbarkeitskriterium fiir Determi-

nanten gilt
det(AB) = 0.

Damit folgt
det(AB) = 0 = 0 - det(B) = det(A) det(B). O

Sei
GLn(k) :={A € M,(k) | A ist invertierbar } .

Dann ist GL n(k) eine Gruppe (warum genau?).
Die Produktformel ist sehr wichtig. Zusammen mit dem Fakt, dass

det(A) =0 — A ist nicht invertierbar
gilt, erhalten wir sofort:

Theorem 7.5.9 (Die Determinante als Gruppenhomomorphismus). Die Determinante ist ein
Gruppenhomomorphismus

det : GLn(k) — (k*,-), A —> det(A).
Dabei ist k* :=k \ {0}.

Bemerkung 7.5.10. Aus der allgemeinen Theorie iber Gruppenhomomorphismen lernen wir
sofort, dass det(A™!) = det(A)~!. Wir sparen uns also solche Resultate neu zu beweisen!
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Leitbeispiel 7.5.11 (Das Kristallgitter: Deformationen multiplizieren Volumina). Die Produktfor-
mel Korollar 7.5.8,
det(AB) = det(A) det(B),

hat im Bild des Gitters Leitbeispiel 7.1.2 eine physikalische Lesart.

Ein Kristallgitter im R" ist die linear deformierte Version des Standardgitters. Dieses Stan-
dardgitter ist durch den Einheitswirfel ey, ..., e, gegeben ist. Da dieser Einheitswiirfel — per
Definition — vorzeichenbehaftetes Volumen 1. Die Matrix gibt also entweder in ihren Spalten die
Gittervektoren oder die Bilder der Einheitsvektoren an (beide Interpretationen liefern die selbe
Mathematik).

Sei A die Matrix mit den Spalten ay, ..., a,. Die Multiplikation mit der Matrix A verwandelt
den Einheitswiirfel in das deformierte Gitter a, ..., a,. Dabei transformiert sich das orientierte
Volumen des Einheitswiirfel (also 1) in das des deformierten Gitters (also det(A)). Damit kann
man sich tiberlegen, dass Multiplikation mit A das orientierte Volumen von allen Parallelepipeden
um den Faktor det(A) skaliert.

Wir sehen: Eine lineare Deformation des Kristalls — etwa eine Streckung oder Scherung
— ist eine Matrix, und ihre Determinante ist der Faktor, um den sich jedes Volumen &ndert
(Betrage furs Volumen, das Vorzeichen fur die Héndigkeit). Fithrt man zwei Deformationen
nacheinander aus, erst B, dann A, so multiplizieren sich die Volumenfaktoren. Genau das sagt
det(AB) = det(A) det(B). Volumenerhaltende Deformationen sind daher genau die mit det = +1,
und die orientierungserhaltenden darunter genau die mit det = +1 — daher wird spéter die
Untergruppe der volumen- und orientierungserhaltenden Abbildungen den Namen spezielle
lineare Gruppe tragen.

Betrachten wir ein kleines Beispiel: Eine Streckung um den Faktor 2 entlang einer Kantenrich-
tung hat det(B) = 2 — Vorsicht, eine Skalierung des Volumens um den Faktor 2 streckt dagegen
alle drei Richtungen und hitte det = 2% = 8, vergleiche die Bemerkung zur Multilinearitit — und
gefolgt von einer volumenerhaltenden Scherung mit det(A) = 1 ergibt sie insgesamt den Faktor
2-1=2.

7.5.4 Blockmatrizen

Lemma 7.5.12 (Blockobere Dreiecksmatrizen). Seien A € My(k), B € My(k) undC € kP*4. Dann
gilt

det (*O‘ g) — det(A) det(B).

Insbesondere gilt fiir Blockdiagonalmatrizen

det (? 103) — det(A) det(B).

Beweis.  Wir geben einen direkten Gauf3beweis.
Die Idee ist, dass wir in A und B die Gauflelimination unabhingig voneinander machen kénnen
und sich alles multipliziert.
A C
we= (45

Hier sind die Details: Setze

Zuerst fithren wir nur Zeilenoperationen innerhalb der unteren g Zeilen aus. Das ist genau das
Gaufiverfahren fur den Block B. Der linke untere Nullblock bleibt dabei ein Nullblock. Der obere
Teil der Matrix bleibt unverandert.
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Ist B nicht invertierbar, dann erzeugt das Gauf3verfahren im unteren Block eine Nullzeile. Diese
ist dann eine Nullzeile der ganzen Matrix. Also gilt nach der Determinanteneigenschaft (D4)

det(M) = 0.

Gleichzeitig ist det(B) = 0, also gilt die behauptete Formel in diesem Fall.

Sei nun B invertierbar. Dann kénnen wir den unteren rechten Block durch Gauloperationen
zu E; machen. Der dabei auftretende Korrekturfaktor ist genau derselbe wie bei der Berechnung
von det(B). Wir erhalten also eine Matrix der Form

(6 =)
0 E;
Nun addieren wir geeignete Vielfache der unteren Zeilen zu den oberen Zeilen. Dadurch kénnen

wir den Block C’ vollstindig zu 0 machen. Diese Operationen sind vom Typ 3, verdndern die
Determinante also nach der Determinanteneigenschaft (D5) nicht. Damit bleibt nur noch

(6 )
0 E

Jetzt fihren wir nur Zeilenoperationen innerhalb der oberen p Zeilen aus. Das ist genau das
Gauflverfahren fiir den Block A. Der untere rechte Einheitsblock bleibt unberiihrt. Der dabei
auftretende Korrekturfaktor ist genau derselbe wie bei der Berechnung von det(A). Am Ende liest
das Gau3verfahren auf der ganzen Blockmatrix daher genau das Produkt der Beitrdge aus A und

aus B ab. Also gilt
det(M) = det(A) det(B). O

Lemma 7.5.13 (Transposition dreht Produkte um). Seien A € k™" und B € kK™P. Dann gilt

(AB)T = BTAT.

Beweis.  Konzeptionell vertauscht die Transposition die Rollen von Zeilen und Spalten. Beim
Produkt AB wird eine Zeile von A mit einer Spalte von B gepaart. Nach dem Transponieren wird
daraus eine Zeile von B" und eine Spalte von AT.

Wir priifen einen Eintrag. Seieni € {1,..., p} und j € {1, ..., m}. Dann gilt

n
= Z Ajp By
=1
n
= Z By Ajp
=1
n
= > (BNu(AT)y
=1
= (BTAT)y;.
Dabei haben wir benutzt, dass die Multiplikation im Korper k kommutativ ist. Also sind die

Matrizen gleich. O
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7.5.5 Alternativer Beweis zur Invarianz der Determinante unter Transposition

Lemma 7.5.14 (Transposition von Elementarmatrizen). Sei O € M, (k) eine Elementarmatrix.
Dann ist O ebenfalls eine Elementarmatrix und es gilt

det(O") = det(0).

Beweis.  Wir betrachten die drei Typen von Elementarmatrizen.

Typ 1 (Zeilentausch): Die Zeilentauschmatrix entsteht aus E,, indem zwei Zeilen vertauscht
werden. Sie ist ihre eigene Transponierte. Also gilt sofort OT = O, und damit det(O") =

det(O).

Typ 2 (Skalierung einer Zeile): Die Skalierungsmatrix ist eine Diagonalmatrix. Daher ist auch
sie gleich ihrer Transponierten. Also gilt wieder O = O, und damit det(O") = det(O).

Typ 3 (Addition eines Zeilenvielfachen): Angenommen, O gehort zur Operation, das r-fache
der Zeile i zur Zeile j zu addieren. Dann gehért OT zur Operation, das r-fache der Zeile j
zur Zeile i zu addieren. Insbesondere ist OT wieder eine Elementarmatrix vom Typ 3. Nach
Lemma 7.5.3 haben beide Matrizen Determinante 1. Also gilt auch hier det(OT) = det(O).

O]

Wir fithren nun einen alternativen Beweis von Theorem 7.3.5, einfach nur aus Spafl und um
unsere Fahigkeiten zu testen und zu sehen, wie das selbe Theorem unter anderem Licht erscheint.

Alternativer Beweis von Theorem 7.3.5.  Wir benutzen die Produktformel und Elementarmatrizen.
Zuerst sei A invertierbar. Nach Lemma 7.5.6 gibt es Elementarmatrizen Oy, ..., O; € My(k) mit

A=0; 0,

Mit Lemma 7.5.13 folgt dann
AT =0T 0],
Nach der Produktformel und Lemma 7.5.14 gilt daher
det(AT) = det(Oy) -+ det(O] )
= det(Oy) --- det(Oy)
= det(O;) -+ det(O;)
= det(A).

Im dritten Schritt benutzen wir, dass die Werte det(O;) im Korper k liegen und dort kommutieren.
Nun sei A nicht invertierbar. Dann gilt nach Theorem 7.4.1

det(A) = 0.

Wir zeigen, dass auch AT nicht invertierbar ist. Ware AT invertierbar, dann gébe es eine Matrix
C € M, (k) mit
CAT=E, und ATC=E,.

Transponieren und Lemma 7.5.13 liefern

ACT=E, und CTA=E,
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Also wiire A invertierbar, im Widerspruch zur Annahme. Somit ist A" nicht invertierbar. Wieder
nach Theorem 7.4.1 folgt
det(AT) = 0.

Also gilt auch in diesem Fall
det(AT) = 0 = det(A).

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

7.6 Laplace Entwicklung

Die Laplace-Entwicklung ist ein weiteres Verfahren zur Berechnung von Determinanten. Sie fiihrt
eine n x n-Determinante auf Determinanten kleinerer Matrizen zuriick und ist besonders niitzlich,
wenn eine Zeile oder Spalte viele Nullen enthilt.

Lemma 7.6.1 (Laplace-Entwicklung in einem Schritt). Seienn > 2 und A € M, (k). Firi,j €
{1,...,n} bezeichne A(i, j) € M,_,(k) die Matrix, die aus A entsteht, wenn man die i-te Zeile und die
j-te Spalte streicht. Dann gelten die folgenden beiden Formeln:

Entwicklung nach einer Zeile Fiir jedesi € {1, ...,n} gilt

n

det(A) = ) (—1)A;;det(AG. /).

j=1

Entwicklung nach einer Spalte Fiir jedes j € {1,...,n} gilt

det(A) = ) (-1)"A; det(AG. ).
i=1

Beweis.  Wir beweisen zuerst die Entwicklung nach einer festen Zeile. Sei also i € {1, ..., n} fest.
Wir schreiben die i-te Zeile von A als Linearkombination der Standardzeilen:

zZ; = Ailel + -+ Amen .

Nach der Determinanteneigenschaft (D1) ist die Determinante linear in der i-ten Zeile. Also gilt

n
det(A) = Y. A;;det(B)),
j=1

wobei B; die Matrix ist, die aus A entsteht, indem man die i-te Zeile durch e; ersetzt.

Es bleibt zu zeigen, dass
det(B;) = (—1) det(AG, /)

gilt. Dazu bringen wir in B; die besondere Zeile e; nach oben. Das braucht i — 1 Zeilentausche.
Danach bringen wir die besondere Spalte j nach links. Das braucht j — 1 Spaltentausche. Nach
der Determinanteneigenschaft (D5) und der entsprechenden Spaltenregel veréndert jeder dieser
Tausche das Vorzeichen der Determinante. Insgesamt entsteht also der Faktor (—1)"*7.

Die so erhaltene Matrix hat die Blockgestalt

[+ ai)
* AGJ))

253



Durch Addition geeigneter Vielfacher der ersten Zeile zu den darunterliegenden Zeilen machen
wir die erste Spalte unterhalb des ersten Eintrags zu Null. Nach der Determinanteneigenschaft
(D5) andert das die Determinante nicht. Wir erhalten die Blockmatrix

1 0
(O A(, ])) '

Nach der Blockformel hat diese Matrix die Determinante det(A(i, j)). Damit folgt
det(B;) = (-1)"* det(AG, j)).

Einsetzen in die obige Summe liefert die Entwicklung nach der i-ten Zeile.

Die Entwicklung nach einer festen Spalte folgt daraus, dass det(A") = det(A) gilt. Wendet man
die bereits bewiesene Zeilenentwicklung auf AT an, so ist die Entwicklung nach der j-ten Zeile
von AT genau die Entwicklung nach der j-ten Spalte von A. Aulerdem gilt AT (j,i) = A(i,j)", und
wegen det(C") = det(C) haben die auftretenden Untermatrizen dieselbe Determinante. O

Algorithmus 7.6.2 (Laplace-Algorithmus). Sei A € M, (k). Die Laplace-Entwicklung liefert einen
rekursiven Algorithmus zur Berechnung von det(A).

1. Istn =1, dann ist A = (a) und det(A) = a.

2. Istn > 2, dann wihlt man eine Zeile oder eine Spalte aus. Praktisch wahlt man moglichst eine
Zeile oder Spalte mit vielen Nullen.

3. Entwickelt man nach der i-ten Zeile, dann verwendet man

n

det(A) = ) (~1) A det(AG, ).
j=1

Entwickelt man nach der j-ten Spalte, dann verwendet man

det(A) = ) (-1)"A; det(AG. ).
i=1

4. Die Determinanten der Matrizen A(i,j) € M,_;(k) berechnet man wieder mit demselben
Verfahren.

Bemerkung 7.6.3. Der Laplace-Algorithmus ist meistens deutlich langsamer als das Gauf3ver-
fahren. Der Grund ist die Rekursion: Aus einer n x n-Determinante entstehen im ungiinstigen Fall
viele (n — 1) x (n — 1)-Determinanten, und diese verzweigen wieder weiter. Das Gaufiverfahren
arbeitet dagegen systematisch mit Zeilenoperationen und ist fiir grofie Matrizen in der Regel
wesentlich giinstiger.

Die Laplace-Entwicklung bleibt trotzdem niitzlich. Sie ist gut fiir kleine Matrizen, fir Matrizen
mit vielen Nullen und fiir theoretische Rechnungen, bei denen man die Determinante nach einer
bestimmten Zeile oder Spalte zerlegen will.

7.7 Die Determinante eines Endomorphismus

Das begriffliche Fundament fiir diesen Abschnitt haben wir in Kapitel 5 gelegt. Weil seither einige
Wochen vergangen sind, erinnern wir kurz an die Kernpunkte.
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Bemerkung 7.7.1 (Erinnerung: Koordinaten, Matrixdarstellung, Basiswechsel). Sei V ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum. Zu einer Basis B von V gehort der Koordinatenvektor [v]g € k"
eines Vektors v € V (Definition 5.2.1). Zu Basen B von V und C von W und einer linearen
Abbildung F : V. — W gehort die Matrixdarstellung Mc. g(F), die in Koordinaten rechnet:
[F(v)]c = Mcg(F)[v]g (Theorem 5.3.4). Wechselt man die Basen, dndert sich die Matrix nach
der Basiswechselformel (Korollar 5.4.10); fiir einen Endomorphismus mit einer Basis pro Seite
heif3t das: Ein Basiswechsel konjugiert die Matrix,

Mg p(F)=P ' Mg _pg(F)P  mit P = Mg_p(Idy)

(Korollar 5.4.12). Genau diese Konjugation trifft jetzt auf die Produktformel der Determinante —
mit einer bemerkenswerten Konsequenz.

Definition 7.7.2 (Endomorphismus). SeiV ein k-Vektorraum. Ein Endomorphismus von V ist eine
lineare Abbildung
F:V->V

von Vnach sich selbst. Die Menge aller Endomorphismen von V bezeichnen wir mit End(V).

Theorem 7.7.3 (Die Determinante eines Endomorphismus ist wohldefiniert). SeiV ein endlich-
dimensionaler k-Vektorraum mit dim(V) =n > 1, und sei F : V — V ein Endomorphismus. Sind B
und B’ zwei Basen von'V, dann gilt

det (Mpp(F)) = det (Mp p/(F)) .

Beweis.  Setze
P := Mg p(ldy).

Nach Korollar 5.4.7 ist
P! = My p(Idy).

Die Basiswechselformel liefert daher
Mp p/(F) = P"'Mp_p(F)P.
Mit der Produktregel fiir Determinanten folgt
det (Mg g (F)) = det(P~1) det (Mg_pg(F)) det(P).
Da P~!P = E,, gilt wieder mit der Produktregel
det(P~1) det(P) = det(P~'P) = det(E,) = 1.

Also bleibt nur
det (Mpp/(F)) = det (Mp_p(F)) . 0

Definition 7.7.4 (Determinante eines Endomorphismus). Sei V ein endlich-dimensionaler k-
Vektorraum mit dim(V) = n > 1, und sei F : V — Vein Endomorphismus. Wir definieren die
Determinante von F durch

det(F) := det (Mg_pg(F)),

wobei B eine beliebige Basis von V ist. Nach Theorem 7.7.3 hingt dieser Wert nicht von der
gewihlten Basis ab.
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Bemerkung 7.7.5 (Das erste Versprechen ist eingeldst). In der Sprache von Kapitel 5 haben wir
gerade gezeigt: Ahnliche Matrizen (Definition 5.4.17) haben dieselbe Determinante — der Beweis
von Theorem 7.7.3 rechnet ja genau det(P~!MP) = det(M) nach. Die Determinante ist also eine
Ahnlichkeitsinvariante und damit, wie in Bemerkung 5.4.21 angekiindigt, in Wahrheit keine Gréfie
der Matrix, sondern eine Grof3e der linearen Abbildung selbst.

Leitbeispiel 7.7.6 (Das Kristallgitter: der Volumenfaktor ist koordinatenfrei). Definition 7.7.4
kront das Kapitel: Die Determinante eines Endomorphismus F : V' — V hangt nicht von der
gewihlten Basis ab. Im Bild des Gitters Leitbeispiel 7.1.2 ist das selbstverstdandlich. F ist eine
Deformation des Raumes und multipliziert jedes Volumen mit einem festen Faktor. Dieser Faktor
— wie stark der Raum gedehnt wird — ist eine geometrische Grofie des Vorgangs selbst und kann
nicht davon abhingen, in welchem Koordinatensystem, also in welcher Basis, wir ihn ausrechnen.

Der Beweis von Theorem 7.7.3 sagt algebraisch dasselbe: Ein Basiswechsel konjugiert die
Matrix,

Mp g (F) = P~ Mp_pg(F) P,

und die Produktformel lisst die Faktoren det(P~!) det(P) = 1 verschwinden. Die Koordinaten
heben sich weg, der Volumenfaktor bleibt. Das ist die reife Form der Idee, mit der wir das Kapitel
begonnen haben: Die Determinante misst, was eine lineare Abbildung mit dem Volumen macht.

Ein ehrlicher Statusbericht zum Abschluss: Bewiesen haben wir das Volumen-Bild in diesem
Kapitel nicht — dafiir miisste man erst prizise sagen, was ,Volumen® tiberhaupt ist, und das
ist Stoff einer spiteren Vorlesung. Bewiesen ist der algebraische Kern: Die Axiome (D1)-(D3)
legen det eindeutig fest, und ein Basiswechsel dndert nichts an ihr. Das Volumen-Bild war unsere
Leitvorstellung — und sie hat uns an keiner Stelle in die Irre gefiihrt.

7.8 Komplexe Konjugation und Determinanten

Definition 7.8.1 (Matrixnotation). Wir fithren eine weitere Notation fiir Matrizen ein. Gegeben
gj€kfirie{l,..,mfundje{l,..,n}sei A := (aiaf)i,j € k™" die Matrix mit A; ; = g; ;. Falls a;;
auch fiir Paare (i, j) definiert ist, die iiber die gewiinschte Matrixgrof3e hinausgehen, geben wir
die Grenzen explizit an.

Definition 7.8.2 (Komplexe Konjugation). Die komplexe Konjugation ist die Abbildung
k:C—->C, zv—12z.

Hierbeiista+b-i=a—-b-ifura,b € R.
Ist A = (a;j) € M,(C), dann bezeichnen wir mit A die Matrix, die durch eintragsweise Konju-
gation entsteht:

A= (@)l]

Lemma 7.8.3 (Konjugation ist ein Kérperisomorphismus). Die komplexe Konjugation

k:C—->C, z+—z

ist ein Korperisomorphismus von C nach C. Das heifit: k ist eine Bijektion und fiir alle z,w € C gilt

+w, zZw=zZw,

n|

zZ+w=

und aufSerdem gilt

=]
Il
k=)
=
Il
—_
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Beweis.  Schreiben wir
z=a+bi und w=c+di

mit a,b,c,d € R. Dann ist

zrw=@+o)+b+di=(@a+c)—(b+di=(a—bi)+ (c—di)=z+w.
Auflerdem ist
zw = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Also gilt
zw = (ac — bd) — (ad + be)i.

Andererseits ist

zw = (a — bi)(c — di) = (ac — bd) — (ad + bc)i.

Damit ist
W= ZW.

Die Gleichungen 0 = 0 und 1 = 1 sind direkt klar.
Es bleibt nur die Bijektivitat. Diese folgt daraus, dass zweimaliges Konjugieren wieder die
Ausgangszahl ergibt:
zZ=1=z

Also ist k ihre eigene Umkehrabbildung. Damit ist k ein Kérperisomorphismus. O

Lemma 7.8.4 (Konjugation und Determinante). Fiir jede Matrix A € M,(C) gilt

det (Z) = det(A).

Beweis. ~ Wir verwenden die Leibnizformel fiir die Determinante. Ist A = (q; ;), dann gilt

n

det (4) = ) signum(o) [ | @o-

oES, i=1

Da die komplexe Konjugation mit Produkten und Summen vertraglich ist und da signum(o) €
{—1,1} C R gilt, ist dies gleich

n
Z signum(o) Hai,a(i) = det(A). O]
i=1

oES,
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Kapitel 8

Eigenwerte und Eigenvektoren

8.1 Definition von Eigenwerten und Eigenvektoren

Eine lineare Abbildung kann auf verschiedene Richtungen sehr unterschiedlich wirken. Eigen-
vektoren beschreiben die besonders einfachen Richtungen: Die Abbildung dreht sie nicht in eine
neue Richtung, sondern streckt sie nur mit einem Skalar.

Sei k ein Korper und V ein k-Vektorraum mit dim(V) = n € IN.

Definition 8.1.1 (Eigenwert und Eigenvektor). Sei F € End(V). Ein Skalar r € k heif3t ein
Eigenwert von F, wenn es einen Vektor v € Vmit v # 0 gibt, so dass

F(v)=rv

gilt. Ein solcher Vektor v heif3t ein Eigenvektor von F zum Eigenwert r. In diesem Abschnitt sind
Eigenwerte immer Skalare im Grundkérper k.

Fir A € M, (k) nennen wir r einen Eigenwert und v € k" \ {0} einen Eigenvektor von A, wenn
dies fiir den Endomorphismus L4 € End(k") gilt.

Bemerkung 8.1.2 (Warum der Nullvektor kein Eigenvektor ist). Der Nullvektor erfiillt zwar fiir
jeden Skalar r € k die Gleichung
F(0) = 0 = r0.

Genau deshalb schlielen wir ihn aus. Wiirde man 0 als Eigenvektor zulassen, dann wiére jeder
Skalar r € k automatisch ein Eigenwert jedes Endomorphismus. Der Begriff wiirde also seine
Bedeutung verlieren.

Auflerdem wire dann der wichtigste Unabhéngigkeitssatz tiber Eigenvektoren falsch formuliert.
Eine Menge von Vektoren, die den Nullvektor enthilt, ist immer linear abhéngig. Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten sollen aber gerade linear unabhéngig sein.

Bemerkung 8.1.3 (Warum Eigenvektoren niitzlich sind). Die Berechnung von F™(v) oder fir
eine Matrix A die Berechnung von
Ay
kann fiir grofles m sehr teuer sein. Wenn v aber ein Eigenvektor von F zum Eigenwert r ist, dann
gilt
F(v) = rv.
Daraus folgt durch Induktion tiber m:

F*(v) = r"™y.

Analog gilt fiir Matrizen A™v = r™v. Auf einem Eigenvektor wird also aus wiederholter Anwen-
dung eine gewo6hnliche Potenz im Korper.
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Leitbeispiel 8.1.4 (Zwei gekoppelte Pendel). Dieses Beispiel begleitet uns durch das ganze Kapitel
und bis zu den Spektralsiatzen im Kapitel iiber Skalarprodukte.

Zwei gleiche Pendel hangen nebeneinander und sind durch eine Feder verbunden. Lenken wir
sie um x; und x, aus, dann wirkt auf sie (fiir kleine Auslenkungen und in geeigneten Einheiten)

die Ruckstellkraft
yl _ X1 _ 2 —1
(VZ) - K<x2>’ K= (—1 2 )

Dabei ist wichtig, wie dieser Vektor (y;,1,)" zu lesen ist: Die erste Komponente y; ist die Kraft
auf Pendel 1, die zweite Komponente y, ist die Kraft auf Pendel 2. Wir biindeln also zwei Zahlen
zu einem Vektor, genau wie wir die beiden Auslenkungen zu (x;,x;)" gebiindelt haben. Die
Diagonale biindelt die eigene Authangung jedes Pendels und den Beitrag der Feder (auf Pendel 1
wirkt —x; — (x1 — x3) = —(2x] — xp), das ist die erste Zeile); die Eintrage —1 sind der Anteil, mit
dem die Feder die Pendel aneinander koppelt.

Die physikalische Frage lautet: Gibt es Auslenkungsmuster, die das System beim Schwingen
beibehdlt? Dass das eine echte Frage ist, zeigt ein Gegenbeispiel: Lenkt man nur Pendel 1 aus,

also x = (1,0), dann ist
-2

— auf das (noch) ruhende Pendel 2 wirkt bereits eine Kraft. Das Muster ,nur Pendel 1 ausgelenkt®
bleibt also nicht erhalten: Die Feder reicht die Bewegung an Pendel 2 weiter. Gesucht sind demnach
die besonderen Vektoren v # 0, bei denen die Riickstellkraft exakt entgegen der Auslenkung zeigt,
sodass sich nur die Amplitude &ndert, nicht die Form der Auslenkung. Das heif3t: Gesucht sind
v # 0 und r € R mit

Kv =rv.

Das ist Wort fiir Wort die Definition von Eigenvektor und Eigenwert.
Zwei solche Muster kann man physikalisch erraten.

« Gleichtakt v = (1, 1): Beide Pendel schwingen parallel, die Kopplungsfeder bleibt entspannt
und spielt keine Rolle. Tatséchlich:

1 2—-1 1
<o) =(575)=2()
Also ist (1, 1) ein Eigenvektor von K zum Eigenwert 1.

« Gegentakt w = (1,—1): Die Pendel schwingen gegeneinander, die Kopplungsfeder wird
doppelt gedehnt und zieht kraftig zuriick. Tatsachlich:

K(3)-(52) = ()

Also ist (1, —1) ein Eigenvektor von K zum Eigenwert 3.

In der Physik heiflen diese ausgezeichneten Muster die Eigenmoden (oder Normalschwingungen)
des Systems. Der grofiere Eigenwert 3 bedeutet eine starkere Riickstellkraft: Der Gegentakt
schwingt schneller als der Gleichtakt.

Drei Sichtweisen auf dasselbe Phanomen:

1. Geometrisch: K verdreht die Richtungen (1,1) und (1, —1) nicht, sondern streckt sie nur.
Jede andere Richtung der Ebene wird gekippt.
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2. Physikalisch: In einer Eigenmode schwingt das System ,als Ganzes®, statt Energie zwischen
den Pendeln hin- und herzuschieben.

3. Algebraisch: Die Komponenten von Kx sind 2x; — x und —x; + 2x5. Betrachten wir den
Gleichtakt-Anteil g = x; + x; und den Gegentakt-Anteil d = x; — x5, dann rechnet man
nach, was aus ihnen nach Anwendung von K wird:

2x1 —x2) + (=x1 + 2x0) = X1 + x5 = g, (2x; — x9) — (=x7 + 2x) = 3(x) — x2) = 3d.

Kurz: g — gund d +— 3d. In diesen Koordinaten entkoppelt das System: zwei unabhangige
Pendel statt eines gekoppelten Systems. Gute Koordinaten wihlen heifit hier, Eigenvek-
toren als Basis zu nehmen — dieser Gedanke bekommt am Ende des Kapitels den Namen
Diagonalisierung.

Ein Ausblick: Die Matrix K ist symmetrisch, und die beiden Eigenrichtungen stehen senkrecht
aufeinander — senkrecht als Vektoren in der (xq, x,)-Ebene wohlgemerkt, nicht im Zimmer. Das
ist kein Zufall, sondern der spater behandelte Spektralsatz in seiner kleinsten Ausgabe.

Definition 8.1.5 (Eigenraum). Sei F € End(V), und sei r € k. Wir setzen
E(F) :={ve V| F(v) =r}.

Diese Menge heif3t der Eigenraum von Fzum Skalar r. Falls rkein Eigenwert ist, dann ist E,(F) = {0}.
Falls r ein Eigenwert ist, dann besteht E,(F) aus 0 und allen Eigenvektoren zum Eigenwert r.

Lemma 8.1.6 (Eigenrdume sind Kerne). Sei F € End(V), und seir € k. Dann gilt
E(F) = Kern(r - Idy, —F).

Insbesondere ist EF) ein Untervektorraum von V.

Beweis.  Firv e Vgilt

v € E(F) F(v)=rv

rv—F(v)=0
(r-ldy—Fwv =0
v € Kern(r - Idyy—F).

11t

Also sind die beiden Mengen gleich. Da Kerne linearer Abbildungen Untervektorraume sind, ist
auch E,(F) ein Untervektorraum von V. O

Theorem 8.1.7 (Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig). Sei
F € End(V). Seienry, ..., 1, € k paarweise verschiedene Eigenwerte von F. Fiir jedesi € {1, ..., m} sei
v; ein Eigenvektor von F zum Eigenwert r;. Dann sind vy, ..., vy, linear unabhdngig.

Beweis.  Angenommen, die Behauptung ist falsch. Dann gibt es unter den Vektoren vy, ..., v,
eine kiirzeste linear abhangige Teilfamilie. Nach Umnummerierung diirfen wir annehmen, dass
diese Teilfamilie vy, ..., v ist. Da kein Eigenvektor der Nullvektor ist, gilt s > 2.

Es gibt also Skalare ay, ..., a; € k, nicht alle gleich 0, mit

aivy + - +agvs = 0.
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Wegen der Minimalitdt dieser Abhéngigkeit sind sogar alle g; # 0. Wenden wir F auf die Gleichung
an, erhalten wir
ayjrvy + - +agrgvs = 0.

Multiplizieren wir die urspriingliche Gleichung mit r;, erhalten wir aufierdem
ayrgvy + - +agrgvs = 0.
Subtraktion liefert

ay(ry — vy + -+ ag_1(re—g —ro)vs_g + ag(rs — ro)vs = 0.
=0

Da die Eigenwerte paarweise verschieden sind, gilt r; — r; # 0 fiir i < s. Da aulerdem g; # 0 gilt,
ist dies eine nichttriviale lineare Abhéngigkeit der kiirzeren Familie vy, ..., v,_;. Das widerspricht
der Wahl von vy, ..., v;. O

Leitbeispiel 8.1.8 (Zwei gekoppelte Pendel: Moden mischen sich nicht). Im Leitbeispiel Leitbei-
spiel 8.1.4 gehoren die Eigenvektoren (1, 1) und (1, —1) zu den verschiedenen Eigenwerten 1 und
3. Nach dem Satz sind sie linear unabhingig — zwei unabhingige Vektoren in R?, also eine Basis.

Physikalisch gelesen: Jede Anfangsauslenkung lisst sich auf genau eine Weise als Uberlagerung
von Gleichtakt und Gegentakt schreiben,

X1\ _ X t+x (1 +x1—x2 1
x) 2 1 2 -1/

Die Moden sind also echte, getrennte Bausteine der Bewegung: Der Satz garantiert, dass sie nichts
voneinander doppelt zdhlen. Dass die Eigenwerte verschieden sind, ist dabei die entscheidende
Voraussetzung — sie hat im Beweis die ganze Arbeit gemacht.

Lemma 8.1.9 (Kern und Invertierbarkeit). Sei F € End(V). Dann gilt

Kern(F) = {0} <«  Fist nicht invertierbar.

Beweis.  Es gilt
Kern(F) # {0} <«  Fist nicht injektiv.

Da Definitionsbereich und Zielbereich beide Dimension n haben, gilt

Fist nicht injektiv. <= Fist nicht invertierbar.
Der Beweis dazu ist analog zu dem Beweis von Lemma 6.4.3. O
Korollar 8.1.10 (Eigenwerte als Nicht-Invertierbarkeit). Sei F € End(V), und seir € k. Dann gilt

rist Eigenwert von F < Kern(r - Idy —F) # {0}

< r-1dy—F ist nicht invertierbar.

Beweis.  Der erste Ubergang ist genau Lemma 8.1.6 zusammen mit der Definition eines Eigen-
wertes. Der zweite Ubergang ist Lemma 8.1.9 angewandt auf G = r - Idy —F, O
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Bemerkung 8.1.11 (Warum jetzt die Determinante kommt). Wir miissen also verstehen, fiir
welche Skalare r der Endomorphismus r-Idy —Fnicht invertierbar ist. Man kénnte das grundsatzlich
iiber den Rang untersuchen. Der Rang ist fiir konkrete Rechnungen sehr niitzlich, als Ausdruck
in der Variablen r aber algebraisch unhandlich.

Die Determinante ist hier besser geeignet und es gilt

r - Idy —F ist nicht invertierbar <=  det(r-Idy—F) = 0.

Korollar 8.1.12 (Eigenwerte als Nullstellen einer Determinante). Sei F € End(V), und seir € k.
Dann gilt
rist Eigenwert von F < det(r-1dy—F) = 0.

Beweis.  Nach Korollar 8.1.10 ist r genau dann ein Eigenwert von F, wenn r - Idyy —F nicht
invertierbar ist. Nach Theorem 7.4.1 ist das dquivalent zu

det(r - Idy —F) = 0. O

Leitbeispiel 8.1.13 (Zwei gekoppelte Pendel: die Determinante findet die Eigenwerte). Wenden
wir das Korollar auf die Pendelmatrix K aus Leitbeispiel 8.1.4 an. Fiir r € R ist

det(r-lz—K)zdet(rIZ riz):(r—Z)z—l:(r—l)(r—3).

Die Nullstellen sind genau 1 und 3 — die beiden Eigenwerte, die wir im Leitbeispiel noch durch
physikalisches Raten gefunden haben. Das Raten ist jetzt iberfliissig: Die Determinante verwandelt
die Eigenwertsuche in das Losen einer Polynomgleichung. Dieses Polynom in r bekommt im
néchsten Abschnitt einen Namen.

Beispiel 8.1.14 (Fibonacci und der goldene Schnitt). Ein mathematisches Goldstiick zum Ab-
schluss — im wortlichen Sinn.

FiBoNnaAcct beschrieb 1202 eine idealisierte Kaninchenpopulation: Jeden Monat bekommt jedes
geschlechtsreife Paar ein junges Paar als Nachwuchs, und junge Paare werden nach einem Monat
geschlechtsreif. Bezeichnet f;, die Anzahl der Paare im Monat m, dann gilt

Jm2 = fme1 t S h=f=1

also 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...
Die Rekursion wird zu einer Matrix, wenn man zwei aufeinanderfolgende Werte zu einem
Vektor biindelt:

(r)=al) me a=G) e ()20

Das ist genau die Situation aus der Bemerkung ,Warum Eigenvektoren niitzlich sind”: Wir miissen
hohe Potenzen von A verstehen.
Suchen wir Eigenvektoren der Form v = (x, 1):

-6

262



Das ist genau dann ein Vielfaches von (x, 1), wenn X+l _ )f gilt, also x% = x + 1. Diese Gleichung

hat die beiden Losungen ¥

S

1—
2

1+

"4

Q= ~ 1,618 und Y= ~ —0,618,

und ¢ ist der berithmte goldene Schnitt. Mit v, = (¢,1) und v, = (¢,1) gilt Av, = ¢v, und
Avy, = §vy, und auf diesen Richtungen wird aus Iteration eine Potenz: A™v, = ¢™v,,
Zunichst zerlegen wir den Startvektor (1, 1) in die beiden Eigenrichtungen, suchen also a,b € R

mit (1):av¢+bv¢:a(f)+b(‘f):("(ziiw).

Die zweite Komponente sagt a + b = 1. Wir setzen also b = 1 — a in die erste Komponente ein.
Dabei helfen zwei Identititen, die man direkt aus den Formeln fiir ¢ und ¢ abliest (es sind die
Waurzelsitze der Gleichung x? = x + 1):

p+y=1 und -9 =15
Damit wird die erste Komponente zu
l=ap+(-a)y =alp—y)+¢ =al5+,

also, wegen 1 -y = (p+¢) -y = ¢,

L
NG V5 J5

wobei der letzte Schritt /5 — ¢ = % = —t/ benutzt.

Jetzt kommt der Eigenvektor-Trick zum Einsatz: Wir wenden A™ ! auf die Zerlegung an, und
auf den Eigenrichtungen ist das nur eine Potenz.

R e e T

In der zweiten Komponente steht links f,,, — und rechts lesen wir die geschlossene Binet-Formel

ab: m o m
fo= Lt Ly SV
V5 V5 V5
Eine Formel voller Irrationalitaten, die fiir jedes m eine natiirliche Zahl ausspuckt.
Zwei Einsichten stecken darin.

1. Die dominante Eigenrichtung gewinnt: Wegen || < 1 stirbt der y~Anteil beim Iterieren aus,
und der Zustandsvektor kippt in die Richtung v,. Deshalb néheren sich die Verhéltnisse
aufeinanderfolgender Fibonaccizahlen dem goldenen Schnitt:

H] H] H] H]

N
N |
w |
1|

B
g .

Die Population wichst langfristig geometrisch mit Faktor ¢ pro Monat — der goldene Schnitt
als Wachstumsrate eines simplen Z&hlproblems.

2. Eigenvektoren machen Dynamik berechenbar: Ohne sie misste man fiir foo hundertmal
addieren, mit ihnen ist fj, eine einzige Potenz. Das systematische Rezept hinter dieser
Rechnung — Diagonalisierung — entwickeln wir im Rest des Kapitels.
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8.2 Das charakteristische Polynom
Definition 8.2.1 (Charakteristisches Polynom). Sei F € End(V). Das Polynom
PHX) = det(X - 1dy—F) € k[X]

heif3t das charakteristische Polynom von F. Hierbei ist k[ X| der Ring aller Polynome in der Variablen
X. Fur A € M, (k) ist entsprechend ps(X) = det(X - 1, — A).

Bemerkung 8.2.2 (Warum das wirklich ein Polynom ist). Die Schreibweise in Definition 8.2.1 ist
nicht nur symbolisch gemeint. Nach der Leibnizformel ist det(X - Idy,—F) eine endliche Summe
von Produkten von Eintragen einer Matrixdarstellung von X - Idy —F beziiglich einer beliebigen
Basis von V. (Dass das Ergebnis nicht von der Basiswahl abhingt, zeigt der Satz weiter unten.)
Diese Eintrage liegen alle in k[ X]. Also liegt auch die ganze Leibnizsumme in k[ X].

Korollar 8.2.3 (Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms). Sei F € End(V),
und seir € k. Dann gilt
rist Eigenwert vonF < p(r) = 0.

Beweis.  Nach Definition gilt
pp(r) = det(r - Idy —F).
Die Behauptung folgt also aus Korollar 8.1.12. O

Bemerkung 8.2.4 (Recap: Polynomdivision mit Rest). Seik ein Korper. Sind f, g € k[ X] Polynome
mit g # 0, dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢, r € k[ X] mit

f=aqg+r

und mit r = 0 oder deg(r) < deg(g). Das Polynom q heiflt der Quotient, und r heiflt der Rest.
Besonders wichtig ist der Fall g = X — A mit A € k. Dann hat der Rest Grad kleiner als 1, ist
also ein konstantes Polynom. Es gibt also ein Polynom q € k[X] und ein ¢ € k mit

FOXO) = (X = D00 +e.

Setzt man X = A ein, dann bleibt nur der Rest iibrig. Also gilt ¢ = f(A1). Kurz gesagt: Bei Division
durch X — Aist der Rest genau f(A).

Lemma 8.2.5 (Nullstellen und Linearfaktoren). Sei f € k[X] ein Polynom. Dann gelten:
1. Sei A € k. Dann ist f(A) = 0 genau dann, wenn X — A das Polynom f teilt.
2. Ist f # 0 und deg(f) = n, dann hat f hochstens n verschiedene Nullstellen in k.
Beweis. ~ Wir zeigen zuerst Teil (1). Wenn X — A das Polynom fteilt, dann gibt es ein q € k[ X]
mit
J(X) = (X = Dg(X).

Einsetzen von X = A ergibt sofort f(1) = 0.
Sei umgekehrt f(4) = 0. Nach Polynomdivision mit Rest gibt es ein g € k[ X] und ein ¢ € k mit

FOO = (X = Dg(x) +c.

Der Rest ist nach dem Recap gleich f(1). Also ist ¢ = 0, und damit teilt X — A das Polynom f.
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Nun zeigen wir Teil (2). Seien Ay, ..., 4,, € k paarweise verschiedene Nullstellen von f. Wir
zeigen, dass dann das Produkt
(X = A1) (X = Ay)

das Polynom f teilt. Daraus folgt sofort m < n, denn ein Teiler eines von Null verschiedenen
Polynoms kann keinen gréfieren Grad haben.

Wir beweisen die Teilbarkeit per Induktion tiber m. Fiir m = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir den
Induktionsschritt nehmen wir an, dass

h(X) := (X = A1) (X = A1)

das Polynom fteilt. Dann gibt es ein ¢ € k[X]| mit f = hq. Da A, von A4, ..., A, verschieden ist,
gilt h(4,,) # 0. Aus 0 = f(A,,) = h(A,,)q(Ay,) folgt daher g(4,,) = 0. Nach Teil (1) teilt X — A, das
Polynom g. Also teilt

h(XO)(X = Ap) = (X = A1) - (X = Ap)

das Polynom f. Damit ist die Induktion abgeschlossen. O

Definition 8.2.6 (Spur). Sei A € M, (k). Die Spur von A ist die Summe der Diagonaleintrage:

n
Spur(A) := Z Aj.
i=1

Ist B eine Basis eines endlich-dimensionalen k-Vektorraums V, und ist F € End(V), dann setzen
wir zunachst

Spurg(F) := Spur (Mg p(F)).

Bemerkung 8.2.7 (Warum diese Definition zunichst wacklig ist). Fiir Matrizen ist die Spur voéllig
klar: Man addiert die Diagonaleintrage. Fiir Endomorphismen steht diese Definition aber zunachst
auf ziemlich wackligen Fiiflen. Die Diagonaleintrage entstehen erst nach Wahl einer Basis. Bei
einem Basiswechsel kann die Matrixdarstellung eines Endomorphismus ganz anders aussehen. Es
ist also nicht offensichtlich, warum ausgerechnet die Summe der Diagonaleintrige gleich bleiben
sollte.

Der néchste Satz zeigt, dass diese Sorge berechtigt, aber am Ende harmlos ist: Die Spur eines
Endomorphismus ist tatsichlich wohldefiniert.

Theorem 8.2.8 (Eigenschaften des charakteristischen Polynoms). SeiV ein n-dimensionaler k-
Vektorraum mitn > 1, und sei F € End(V). Dann gelten:

1. Das charakteristische Polynom pi(X) ist wohldefiniert, das heif3t: Es hdngt nicht von der
gewdhlten Basis ab. Auch Spurg(F) hdngt nicht von der gewdhlten Basis B ab. Wir schreiben
diesen gemeinsamen Wert als Spur(F).

2. Das Polynom p(X) ist normiert vom Grad n. Sein Absolutglied ist (—1)" det(F), und der
Koeffizient von X"~ ! ist — Spur(F).

3. Der Endomorphismus F hat hochstens n verschiedene Eigenwerte.

Beweis.  Wir beginnen mit einer Matrix A € M, (k). Setze

D:=X-1,—- A
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Dann ist p4(X) = det(D). Nach der Leibnizformel gilt

n

pa(X) =Y signum(o) [ | Dioo-

oES, i=1

Jeder Faktor D; ;(;) ist entweder ein Polynom vom Grad héchstens 1 oder ein konstantes Polynom.
Also hat jeder Summand Grad hochstens n, und damit gilt deg(p) < n.

Jetzt betrachten wir die hochsten Grade genauer. Ein Faktor enthélt nur dann einen Anteil
X, wenn er ein Diagonaleintrag ist. Der Term vom Grad n kann daher nur aus der identischen
Permutation entstehen: In jeder Zeile muss der Diagonaleintrag gewihlt werden. Der Beitrag der
identischen Permutation ist .

H(X — Ay).
i=1

Daraus kommt der Term X" mit Koeffizient 1. Also ist p4(X) normiert vom Grad n.

Auch der Koeffizient von X"~! kommt nur von der identischen Permutation. Denn jede nicht-
identische Permutation bewegt mindestens zwei Indizes. In einem solchen Summanden werden
also mindestens zwei Nicht-Diagonaleintrage gew#hlt, und der Grad ist hochstens n — 2. Im
Produkt der Diagonaleintrage gilt

n n
H(X —-A;)=X"- (Z Al-l-) X""1 4 Terme vom Grad hochstens n — 2.
i=1 i=1

Der Koeffizient von X" ! in p4(X) ist daher — Spur(A).
Das Absolutglied erhalt man durch Einsetzen von X = 0:

2a(0) = det(—A) = (—1)" det(A).

Damit sind die Aussagen iiber Grad, fithrenden Koeffizienten, Absolutglied und den Koeffizienten
von X"~ ! fiir Matrizen gezeigt.
Nun behandeln wir Endomorphismen. Seien B und C zwei Basen von V. Setze

Ap := Mpp(F), Ac :=Mcc(F)

und
P := M. c(Idy).

Dann gilt
Ac =P 1AgP.

Weil P konstante Eintrdge aus k hat, konnen wir dieselbe Gleichung in Matrizen iiber dem
Polynomring k[ X] benutzen. Es gilt

X-1,—-Ac=P1(X-1,- Ap)P.
Mit der Produktregel fiir die Determinante folgt

det(X -1, — Ac) = det (P~1) det (X - 1, — Ap) det(P)
= det(X- ln_AB)'
Also ist pe(X) unabhingig von der gewéhlten Basis.
Da wir fiir Matrizen bereits gezeigt haben, dass der Koeffizient von X" ! gleich minus der Spur

ist, folgt aus der Basisunabhéngigkeit von p(X) sofort auch die Basisunabhéngigkeit der Spur.
Damit ist Spur(F) wohldefiniert. Die Aussagen iiber Grad, Normiertheit, Absolutglied und den
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Koeffizienten von X"~ ! gelten nun ebenfalls fiir Endomorphismen, weil man sie in irgendeiner
Basis berechnen darf.

Esbleibt die Aussage tiber die Anzahl der Eigenwerte. Nach Korollar 8.2.3 ist jeder Eigenwert von
Feine Nullstelle von pp(X). Nach dem bereits bewiesenen Teil ist p(X) ein von Null verschiedenes
Polynom vom Grad n. Nach Lemma 8.2.5 hat es hochstens n verschiedene Nullstellen. Also hat F
hochstens n verschiedene Eigenwerte. O

Leitbeispiel 8.2.9 (Zwei gekoppelte Pendel: der Satz im Schnelltest). Fiir die Pendelmatrix K aus
Leitbeispiel 8.1.4 haben wir am Ende des letzten Abschnitts schon gerechnet:

k(X)) =det(X -1, - K)=(X-2)2-1=X%2-4X+3=(X-1)(X-3).

Der Satz sagt fiir eine 2 x 2-Matrix voraus: normiert vom Grad 2, Absolutglied (—1)? det(K),
Koeffizient von X gleich — Spur(K). Tatsachlich ist

det(K)=2-2—-(-1)-(-1) = 3, Spur(K) =2+2 =4,

und pr(X) = X* — Spur(K) - X + det(K).
An der Faktorisierung lesen wir zugleich ab:

Spur(K) =4=1+3, det(K)=3=1-3.

Die Spur ist hier also die Summe und die Determinante das Produkt der Eigenwerte. Fiir 2 x 2-
Matrizen lohnt sich der Merksatz

pa(X) = X% — Spur(A) - X + det(A) :

Berechnete Eigenwerte kontrolliert man blitzschnell, indem man ihre Summe mit der Spur und
ihr Produkt mit der Determinante vergleicht. Und schlief3lich: K hat genau 2 = n verschiedene
Eigenwerte — mehr l4sst der Satz nicht zu.

Bemerkung 8.2.10 (Warum die Spur in der Physik auftaucht). Die Spur ist eine basisunabhéngige
Zahl, die man aus einem Endomorphismus gewinnt. Das macht sie in der Physik sehr niitzlich:
Sie kann eine Grofie beschreiben, die nicht von der Wahl der Koordinaten abhéngen soll. In der
Quantenmechanik und statistischen Mechanik treten zum Beispiel Ausdriicke der Form Spur(pA)
auf, wobei p einen Zustand und A eine beobachtbare Gréle beschreibt. In der linearen Algebra hilft
die Spur aulerdem dabei, charakteristische Polynome kleiner Matrizen schnell zu kontrollieren.

Beispiel 8.2.11 (Eine Drehung hat keine reellen Eigenwerte). Die Drehung der Ebene um 90°
gegen den Uhrzeigersinn hat die Matrix

0 -1
R= (1 . ) € M,(R).

Thr charakteristisches Polynom ist
— X 1) _ o
PR(X) = det (_1 X) =X“+1.
Dieses Polynom hat keine reelle Nullstelle, also hat R keinen reellen Eigenwert — und das
muss auch so sein: Eine Drehung um 90° kippt jede Richtung der Ebene, keine Gerade durch

den Ursprung bleibt liegen. Die Algebra (keine Nullstelle) und die Geometrie (keine invariante
Richtung) erzéhlen hier dieselbe Geschichte.
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Uber den komplexen Zahlen andert sich das Bild: Es gilt X2 +1 = (X —i)(X +1), und tatsichlich
hat R, aufgefasst als Matrix in M,(C), die beiden Eigenwerte +i. Der Schnelltest funktioniert
auch hier: Spur(R) = 0 =i + (—i) und det(R) = 1 = i - (—i). Dass R manchmal zu klein ist und C
aushilft, ist ein wiederkehrendes Motiv der Eigenwerttheorie — es kehrt bei den Spektralsatzen
im néchsten Kapitel zuriick.

Fiir die Drehung um einen beliebigen Winkel 8 gilt iibrigens

PRy(X) = X?—2cos(0) X + 1.

Reelle Nullstellen gibt es nur fiir cos(f) = £1: bei der Drehung um 0° (die Identitat, Eigenwert 1)
und bei der Drehung um 180° (die Punktspiegelung, Eigenwert —1) — genau die beiden Drehungen,
die Geraden durch den Ursprung an ihrem Platz lassen.

8.3 Vielfachheiten und Diagonalisierbarkeit

8.3.1 Vielfachheiten

Definition 8.3.1 (Vielfachheiten). Sei F € End(V), und sei A € k ein Eigenwert von F. Die
algebraische Vielfachheit von A ist die Vielfachheit von A als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms pp(X). Das heif3t: Sie ist die grofite Zahl a € NN, so dass

(X =% pr(X)

in k[ X] gilt. Dabei steht d | g fir ,,d teilt g*.
Die geometrische Vielfachheit von A ist die Dimension des Eigenraums:

dim E;(F).

Lemma 8.3.2 (Geometrische und algebraische Vielfachheit). Sei F € End(V), und sei A € k ein
Eigenwert von F. Dann gilt

1 < dim E,(F) < algebraische Vielfachheit von A < dim(V).

Beweis.  Die erste Ungleichung gilt, weil A ein Eigenwert ist und der Eigenraum daher einen
Eigenvektor enthalt. Die letzte Ungleichung gilt, weil p{(X) ein Polynom vom Grad dim(V) ist.
Es bleibt die mittlere Ungleichung. Setze n : = dim(V) und

r :=dim EA(F).

Falls r = n gilt, ist F = A1dy, und daher ist p{(X) = (X — A)". Dann ist nichts weiter zu zeigen. Wir
diirfen also r < n annehmen. Wihle eine Basis by, ..., b, von Ej(F), und ergénze sie zu einer Basis

B - (bl,...,br, br+1, ...,bn)

von V. Fiir j < r gilt F(b;) = Ab;. Die ersten r Spalten der Matrix Mg, g(F) sind also genau die
ersten r Spalten von AE,. Daher hat diese Matrix die Blockform

Mpp(F) = (Af " g)
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mit passenden Matrizen C und D. Folglich gilt

(X-ME,  -C )

XE, — Mp_p(F) = ( 0 XE. —D
n—r

Nach Lemma 7.5.12 gilt: Die Determinante einer oberen Blockdreiecksmatrix ist das Produkt der
Determinanten der Diagonalblécke. Also ist

pH(X) = det(XE, — Mp_p(F)) = (X — 1) det (XE,_,— D).

Damit teilt (X — A)" das charakteristische Polynom. Die algebraische Vielfachheit von A ist also
mindestens r = dim E,(F). O

8.3.2 Mehrfache Direkte Summen

Definition 8.3.3 (Mehrfache direkte Summe). Seien Uy, ..., U, Untervektorraume von V. Thre
Summe ist
U+ +U :={u ++u |y €U}.

Diese Summe heifit direkt, wenn jedes Element von U + --- + U, genau eine Darstellung der Form
U+ +u mit y ey
hat. In diesem Fall schreiben wir auch
U & aU.

Aquivalent dazu ist: Aus
up+-+u =0 mit uy ey
folgt immer u; = -~ = u, = 0.

Lemma 8.3.4 (Dimension einer mehrfachen Summe). Seien Uy, ..., U, endlich-dimensionale Unter-
vektorrdume von V. Dann gilt

.
dim(U; + -+ Up) < Y dim(0).
i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn die Summe direkt ist. Ist die Summe direkt, dann erhdlt man eine
Basis vonU; @ --- @ U,, indem man Basen der Summanden zusammenlegt.

Beweis.  Betrachte die lineare Abbildung
O : U x-xU -V, (uli‘"sur)'_)ul"'""i'ur-

Thr Bild ist genau U; + - + U,. Daher gilt
.
dim(U; + - +Uy) = dim Bild(®) < dim(U; x - xUy) = Y dim(0j).
i=1

Gleichheit gilt genau dann, wenn @ injektiv ist. Das bedeutet genau, dass aus u; + - + 1, = 0
nur die triviale Darstellung folgt. Nach Definition ist das genau die Direktheit der Summe.

Sei nun die Summe direkt. Wahle fiir jedes i eine Basis B; von U;. Die zusammengelegte Familie
B; U -+ U B, erzeugt offensichtlich U; + --- + U,. Sie ist linear unabhéngig, weil jede lineare
Abhingigkeit eine Darstellung von 0 als Summe von Vektoren aus den U; liefert. Wegen der
Direktheit miissen alle diese Beitrage gleich 0 sein. Da die einzelnen B; Basen sind, miissen alle
Koeffizienten verschwinden. Also ist die zusammengelegte Familie eine Basis der Summe. [
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Korollar 8.3.5 (Eigenrdume zu verschiedenen Eigenwerten bilden eine direkte Summe). Sei
F € End(V). Seien Ay, ..., A, € k paarweise verschiedene Eigenwerte von F. Dann ist die Summe

Ey, (F) + -+ Ey (F)
direkt.

Beweis.  Seien
v € Ep(F) und v+ +v.=0.

Falls ein v; # 0 ist, dann sind die von Null verschiedenen Vektoren unter den v; Eigenvektoren
zu paarweise verschiedenen Eigenwerten. Nach Theorem 8.1.7 sind sie linear unabhingig. Ihre
Summe kann also nicht 0 sein. Folglich gilt v; = - = v, = 0. Nach Definition ist die Summe
direkt. O

Leitbeispiel 8.3.6 (Zwei gekoppelte Pendel: der Zustandsraum zerfillt in Moden). Fir die
Pendelmatrix K aus Leitbeispiel 8.1.4 sind die Eigenraume

E(K)=Span((1,1))  und  Es(K) = Span((1,~1)),

beide mit geometrischer (und algebraischer) Vielfachheit 1. Nach dem Korollar ist ihre Summe
direkt, und da sie Dimension 1 + 1 = 2 hat, fillt sie ganz R?:

R? = E{(K) ® E5(K).

Der Raum aller Auslenkungen zerfallt also restlos und iiberschneidungsfrei in die beiden Mo-
denrichtungen. Die Direktheit ist der mathematische Grund dafiir, dass die Zerlegung einer
Bewegung in Gleichtakt- und Gegentaktanteil eindeutig ist: Kein Anteil kann heimlich in den
anderen hiniiberwandern.

8.3.3 Diagonalisierbarkeit

Definition 8.3.7 (Diagonalisierbarkeit). Ein Endomorphismus F : V' — Vheiflt diagonalisierbar,
falls es eine Basis B von V gibt, so dass Mg, g(F) Diagonalgestalt hat. Eine solche Basis heif3t eine
diagonalisierende Basis (fur F).

Lemma 8.3.8 (Eigenbasen sind die diagonalisierenden Basen). Eine Basis ist genau dann diago-
nalisierend fiir F, wenn sie nur aus Eigenvektoren von F besteht. Eine solche Basis nennt man auch
Eigenbasis.

Beweis.  Die Grundidee ist die folgende. Eine Diagonalmatrix beschreibt eine lineare Abbildung,
die die gewahlten Koordinatenrichtungen nicht miteinander vermischt. Fiir jeden Basisvektor
b; bedeutet das: Sein Bild F(b)) liegt wieder auf derselben Geraden kb;. Genau das ist aber die
Eigenvektorbedingung. Diagonalisierbarkeit fragt also, ob man den ganzen Raum in passende
Eigenrichtungen zerlegen kann.

Hier sind die Details: Sei B = (b4, ..., b,) eine Basis von V. Die j-te Spalte von Mg, g(F) enthélt
die B-Koordinaten von F(b;).

Die Matrix ist genau dann diagonal, wenn in jeder j-ten Spalte nur der j-te Eintrag méglicher-
weise ungleich Null ist. Das heif}t genau: Fiir jedes j gibt es einen Skalar d; € k mit

Da b; # 0 gilt, ist dies genau die Aussage, dass jeder Basisvektor b; ein Eigenvektor von Fist.
Also ist B genau dann diagonalisierend, wenn sie eine Eigenbasis ist. O
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Lemma 8.3.9 (Basiswechselmatrizen fiir Standardbasis). Sei A € M, (k), undseiF = L, : k" — k"
die zugehorige lineare Abbildung. Sei E = (ey,...,e,) die Standardbasis und B = (by, ..., b,) eine
weitere Basis von k.

Es gilt dann Tg = Mg g(Id) und weiterhin

Mg p(Ly) = Tg ' ATg.
Wobei Ty die Matrix ist, deren i-te Spalte genau b; ist.

Beweis.  Esist Tg = Mg, g(Id), denn fir alle i € {1, ..., n} gilt:

[1d(®)]E = [bi]E = b
=T ¢

=Tg-[blp.

Der wichtigste Schritt ist genau die Erkenntnis, dass [;]g = ¢;. Das liegt daran, dass b; = Z;-lzl 8;bjs
wobei
1 i=j
Si=q
’ 0 i#j.

Es ist natiirlich (¢); = §;; und daher folgt [b;]p = ¢;.

Da die b; eine Basis bilden zeigt das, dass die definierende Gleichung (+) erfillt ist.

Damit folgt die Behauptung aus der Basiswechselformel Korollar 5.4.10.

Wir gehen es nochmal im Detail durch: T iibersetzt B-Koordinaten in Standardkoordinaten:

[vlg = T[v]p.

Fir v € k" gilt daher
[F(WIE = Alv]g = AT[v]p.

Um wieder zu B-Koordinaten zuriickzukehren, muss man mit 77! = Mg p(Id) multiplizieren.
Also gilt
[F(V)]g = T AT[v]p.

Damit ist
Mg p(Ly) = T"LAT. O

Lemma 8.3.10 (Matrixform der Diagonalisierbarkeit). Sei A € M, (k), und seiF =Ly : k" — k"
die zugehdorige lineare Abbildung. Dann ist F genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare
Matrix T € M, (k) gibt, so dass

T7'AT
Diagonalgestalt hat.
Beweis.  Sei E die Standardbasis von k". Sei zunachst B = (by, ..., b,) eine Basis von k", und sei
Tg die Matrix, deren Spalten die Vektoren by, ..., b, sind.

Es gilt dann
Mp. p(Ly) = Tg ' ATg.

Also hat T5 ! ATg Diagonalgestalt, genau dann wenn Mp._ (L 4) Diagonalgestalt hat. O
Theorem 8.3.11 (Charakterisierungen der Diagonalisierbarkeit). Sei F € End(V), und setze
n := dim(V). Die Eigenwerte von F in k bilden eine endliche Menge. Wir bezeichnen sie mit A, ..., A,.

Falls F keine Eigenwerte in k hat, sind die Summe in (3) als {0} und die Summe in (4) als 0 zu lesen.
Dann sind dquivalent:
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1. Fist diagonalisierbar.
2. V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren von F.

3. Vist die Summe der Eigenrdume:

V= E)LI(F) + -+ E)LS(F)'

4. Die Summe der geometrischen Vielfachheiten aller Eigenwerte ist n:

S
> dimE; (F) =n.
i=1

Beweis.  Nun zeigen wir Implikationen und Aquivalenzen einzeln, zusammen ergeben sie die
behauptete Aquivalenz aller Aussagen.

1. & 2.: Das ist genau Lemma 8.3.8.

2. = 3.: Sei Beine Basis aus Eigenvektoren von F. Jeder Vektor aus Bliegt in einem Eigenraum von
F. Da B den ganzen Raum V erzeugt, liegt jeder Vektor aus Vin der Summe der Eigenrdume.
Also gilt
V = E) (F)+ - + E) (F).

3. = 2.: Nach Korollar 8.3.5 ist die Summe der Eigenrdume zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten direkt. Wahlt man in jedem Eigenraum E) (F) eine Basis, dann darf man diese Basen
nach Lemma 8.3.4 zusammenlegen. Man erhilt dadurch eine Basis der Summe

E/ll(F) + e+ EAS(F)'

Falls diese Summe gleich Vist, ist die zusammengelegte Familie eine Basis von V. Alle ihre
Vektoren sind Eigenvektoren von F. Also besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren.

3. & 4.: Wegen Korollar 8.3.5 ist die Summe der Eigenraume direkt. Daher gilt nach Lemma 8.3.4

dim (Ey,(F) + -~ + E; (F)) = i dim E; (F).
i=1

Die Summe der Eigenrdume ist ein Untervektorraum von V. Ein Untervektorraum eines
n-dimensionalen Raums ist genau dann der ganze Raum, wenn seine Dimension gleich n ist.
Also ist 3. genau dann erfiillt, wenn die Summe der geometrischen Vielfachheiten gleich n
ist. Das ist Aussage 4. U

Korollar 8.3.12 (Maximal viele Eigenwerte erzwingen Diagonalisierbarkeit). Ein Endomorphismus
F : V — V mit dim(V)-vielen verschiedenen Eigenwerten ist diagonalisierbar.

Beweis.  Jeder der dim(V') Eigenwerte steuert einen Eigenraum der Dimension mindestens 1 bei.
Die Summe der Eigenrdume ist direkt, also hat sie mindestens Dimension dim(V) — und damit
genau dim(V). Die Eigenraume spannen also ganz V auf, und aus Basen der Eigenrdume setzt sich
eine Eigenbasis von V zusammen. O
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Leitbeispiel 8.3.13 (Zwei gekoppelte Pendel: Diagonalisieren heifit entkoppeln). Die Pendelma-
trix K aus Leitbeispiel 8.1.4 hat die zwei verschiedenen Eigenwerte 1 und 3 bei dim(R?) = 2. Nach
dem Korollar ist K also diagonalisierbar — ganz ohne weitere Rechnung,.

Die Rechnung ist trotzdem lehrreich. Als Spalten der Basiswechselmatrix T nehmen wir die
Eigenvektoren. Merkregel fiir die Richtung: T tragt die Eigenvektoren als Spalten und tibersetzt
Moden-Koordinaten in Standard-Koordinaten — deshalb steht Tin T~1KT rechts:

1 1 11 1 1 (10
T_(l —1)’ r _2<1 —1)’ T KT_(O 3)'

In der Basis aus Eigenvektoren ist von der Kopplung nichts mehr iibrig: Die Diagonalmatrix
beschreibt zwei getrennte Systeme, eines mit Riickstellfaktor 1, eines mit Rickstellfaktor 3. Der
Ubergang x + T lx ist dabei (bis auf den harmlosen Faktor %) genau der Wechsel zu den
Modenkoordinaten u = x; + x, und w = x; — x, aus dem Leitbeispiel. Das ist die verlasslichste
Intuition dieses Kapitels:

Diagonalisieren heifSt: Koordinaten finden, in denen das System entkoppelt.

Dasselbe Rezept steckt hinter der Binet-Formel aus Beispiel 8.1.14: Dort entkoppelt der Wechsel
in die ¢- und y~Richtung die Fibonacci-Rekursion, und aus der Iteration werden zwei unabhéngige
Potenzen.

Beispiel 8.3.14 (Eine Scherung ist nicht diagonalisierbar). Dass Diagonalisierbarkeit keine
Selbstverstandlichkeit ist, zeigt schon eine 2 x 2-Matrix: die Scherung

) -6

Man kann sie sich als das Schieben eines Kartenstapels vorstellen: Jede waagerechte Schicht
gleitet proportional zu ihrer Hohe zur Seite.
Das charakteristische Polynom ist

ps(X) = (X — 1)%,

der einzige Eigenwert ist also 1, mit algebraischer Vielfachheit 2. Der zugehorige Eigenraum ist

E;(S) = Kern(S — 1,) = Kern (g (1)> = Span ((1,0)),

also nur die x-Achse: Die geometrische Vielfachheit ist 1. Anschaulich ist das klar — die unterste
Karte bleibt liegen, jede andere Richtung wird beim Scheren gekippt.

Die Summe der geometrischen Vielfachheiten ist damit 1 < 2, und nach dem Charakterisie-
rungssatz ist S nicht diagonalisierbar. Hier klafft zum ersten Mal die Liicke

geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit,

die das Lemma vom Anfang dieses Abschnitts ausdriicklich erlaubt.

Ein zweites Argument kommt ganz ohne Rechnung aus: Wire S diagonalisierbar, dann wére S
in einer geeigneten Basis die Diagonalmatrix mit dem einzigen Eigenwert 1 auf der Diagonale
— also die Einheitsmatrix. Dann wire aber schon $ = T -1, - T~! = 1,, ein Widerspruch: Die
Scherung ist nicht die Identitét.
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Kapitel 9

Skalarprodukte

9.1 Euklidische Vektorraume

Wir arbeiten in diesem Abschnitt ausschliefSlich iiber dem Koérper R. Das ist wichtig: Die Begriffe
,positiv und ,groBer als Null® sind Begriffe fiir reelle Zahlen.

9.1.1 Reelle Bilinearformen

Sei Vein R-Vektorraum.

Definition 9.1.1 (Bilinearform). Eine Abbildung
b:VxV—->R

heif3t eine Bilinearform, wenn b linear in beiden Argumenten ist.
Genauer heif3t das: Fur alle u,v,w € Vund alle A, p € R gilt

b(Au + pv,w) = Ab(u, w) + pb(v, w)

und

b(u, Av + pw) = Ab(u,v) + pub(u, w).

Definition 9.1.2 (Symmetrische Bilinearform). Eine Bilinearform
b:VxV->R
heif3t symmetrisch, wenn fur alle u, w € Vgilt

b(u, w) = b(w, u).

Definition 9.1.3 (Positive Definitheit). Sei V ein R-Vektorraum, und seib : V xV — R eine
symmetrische Bilinearform. Dann heif3t b positiv definit, wenn fiir alle v € Vmit v # 0 gilt

b(v,v) > 0.
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Beispiel 9.1.4 (Ein Beispiel und ein Gegenbeispiel). Auf R" ist

n
buw) = wu= Y uw
i=1
eine positiv definite symmetrische Bilinearform. Denn b ist bilinear, symmetrisch, und fiir u # 0

gilt
b(u,u) = u? + - +u > 0.

() 0) -

Diese Abbildung ist bilinear und symmetrisch. Sie ist aber nicht positiv definit, denn

() )

9.1.2 Bilinearformen als Matrizen

Ein Gegenbeispiel auf R? ist

Lemma 9.1.5 (Bilinearformen und Matrizen). Seib : R" x R* — R eine Bilinearform. Dann gibt es
genau eine Matrix A € M,(R) mit
b(v,w) =v' Aw

fur allev,w € R". Sie ist gegeben durch
Ajj = ble; €)),

wobei ey, ..., e, die Standardbasis von R" ist.
Umgekehrt definiert jede Matrix A € M,(R) durch

ba(v,w) := v Aw
eine Bilinearform auf R".
Beweis.  Seien

n n
v = Z ve und w= Z wiej.
i=1 j=1

Dann folgt aus der Bilinearitat

n

b(v,w) = viwib(e;, e;).

n

i=1 j=1

Setzen wir A;j 1= b(e;, ej), dann ist dies genau
b(v,w) = v’ Aw.

Damit ist auch die Eindeutigkeit klar: Die Matrixeintrage miissen notwendigerweise die Zahlen

b(e;, ¢;) sein.

Das passt genau zum Prinzip der linearen Fortsetzung. Fiir festes vist die Abbildung

w > b(v, w)
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linear. Also reicht es, ihre Werte auf der Basis ey, ..., €, zu kennen. Diese Werte sind die Zahlen
b(v,e;). Fiir festes e; ist wiederum
v b(v,e)

linear. Also reichen auch hier die Werte auf der Basis ey, ..., €,. Am Ende ist die ganze Bilinearform
durch die Zahlen b(e;, ¢;) bestimmt.
Ist umgekehrt A € M,(R), dann ist

(v,w) > v Aw
linear in beiden Argumenten. Also ist b4 eine Bilinearform. O

Lemma 9.1.6 (Symmetrie und Matrixsymmetrie). Seib : R" x R" — R eine Bilinearform, und sei
A € M,(R) die assoziierte Matrix aus dem vorherigen Lemma. Dann ist b genau dann symmetrisch,
wenn A symmetrisch ist, also wenn

AT =A

gilt.
Beweis.  Ist b symmetrisch, dann gilt fir alle i, j € {1,...,n}
Ajj = bl ¢) = blej, ) = Ajs.

Alsoist AT = A.
Sei umgekehrt AT = A. Dann gilt fiir alle v, w € R"

b(v,w) =v' Aw.
Dav' Aweine 1 x 1-Matrix ist, ist sie gleich ihrer Transponierten. Also gilt
viAw = (VTAW)T =wlATv = wl Av = b(w, v).
Also ist b symmetrisch. O

Definition 9.1.7 (Positive Definitheit von Matrizen im reellen Fall). Eine symmetrische Matrix
A € M,(R) heiflt positiv definit, wenn fur alle v e R* mit v = 0

vIAV >0
gilt.

Lemma 9.1.8 (Positive Definitheit und Matrizen). Seib : R" x R* — R eine Bilinearform, und
sei A € M,(R) die assoziierte Matrix. Dann ist b genau dann ein Skalarprodukt auf R", wenn A
symmetrisch positiv definit ist.

Beweis.  Nach dem vorherigen Lemma ist b genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.
Auflerdem gilt fiir alle v e R”
b(v,v) = vT Av.

Dabher ist die positive Definitheit von b genau die Bedingung
vIAv >0 firalle v = 0.

Zusammen ergibt das genau die Behauptung. O
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9.1.3 Reelle Skalarprodukte und Normen

Definition 9.1.9 (Skalarprodukt und induzierte Norm). Sei Vein R-Vektorraum. Ein Skalarprodukt
auf Vist eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V.

Fiir ein Skalarprodukt schreibt man meistens
(u, w)
statt b(u, w).

Bemerkung 9.1.10. Eine Norm ist ein mathematisches Objekt das Langen auf einem Vektorraum
auf eine konsistente Weise festlegt bzw. misst. Der Abstand zweier Vektoren v, w € V unter einer
Norm || ist dann definiert als

v—l .

Man kann Normen auch abstrakt definieren und stellt dann fest, dass nicht jede Norm von
einem Skalarprodukt kommt. Dies wird aber erst im unendlich-dimensionalen relevant, ist daher
vorallem fiir die Analysis von Interesse. Im endlich-dimensionalen gilt tatsachlich, dass — unter
einem bestimmten, engen Begriff von Aquivalenz - alle Normen dquivalent sind.

Exakt gleich sind natiirlich nicht alle Normen. Es kommen auch nicht alle Normen von einem
Skalarprodukt.

Bemerkung 9.1.11 (Warum wir positive Definitheit wollen). Die Zahl (v, v) soll das Quadrat der
Lénge von vsein. Positive Definitheit sagt genau die beiden Dinge, die man fiir einen Langenbegriff
erwartet:

1. Es gibt keine negativen Quadratlangen.
2. Nur der Nullvektor hat Lange Null.

Ohne positive Definitheit konnte ein Nichtnullvektor Lange Null haben, oder sogar eine negative
Quadratlinge. Dann wire /(v, v) kein sinnvoller reeller Langenbegriff mehr.

Normen sind Arten, Langen zu messen. Ein Skalarprodukt ist noch starker: Es misst nicht nur
Langen, sondern auch Winkel und Projektionen.

Definition 9.1.12 (Euklidischer Vektorraum). Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -) auf V. Das Skalarprodukt induziert auf

V den Langenbegriff (die Norm)
M = v, v).

Bemerkung 9.1.13 (Warum abstrakte Skalarprodukte niitzlich sind). Das Standardskalarprodukt
auf R" ist sehr wichtig, aber es ist nicht das einzige sinnvolle Skalarprodukt. Allgemeiner definiert
jede symmetrische Matrix A € M, (R) eine symmetrische Bilinearform

(u,w)y :=w' Au.

(Man beachte die Reihenfolge: Das zweite Argument steht links vor der Matrix. Fiir symmetrisches
A gilt w" Au = u" Aw, beide Lesarten stimmen also iiberein — wir schreiben die Variante, die
spater zum komplexen Fall passt.) Wir nennen A positiv definit, falls die assoziierte symmetrische
Bilinearform positiv definit ist. Wir werden spater ein Kriterium dafiir kennenlernen.

In verschiedenen Situationen ist nicht das Standardskalarprodukt die richtige Wahl, sondern ein
auf das Problem zugeschnittenes Skalarprodukt. Ein typisches physikalisches Beispiel kommt aus
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der Mechanik. Beschreibt man ein System von Teilchen durch ihre gewoéhnlichen Ortskoordinaten,
dann ist die kinetische Energie zunichst einfach die Summe

1 2
Exinetisch = E Z m; ||V1|| .
i

Das kleinste Beispiel macht den Ubergang zur Matrix sichtbar: Zwei Teilchen auf einer Schiene
haben je eine Geschwindigkeit v;, v, € R. Wir stapeln beide zu einem Vektor v = (v;,v,) € R?
und erhalten

Elinetisch = %mlvlz + %mzvg = %VTDV mit D= (rr(l)l "(1)2>
Genauso im Allgemeinen: Man stapelt alle Geschwindigkeitskomponenten aller Teilchen zu
einem einzigen langen Vektor v (bei N Teilchen im Raum hat er 3N Eintrage), und D ist die
Diagonalmatrix, in der jede Masse einmal pro Raumkoordinate — also dreimal — auftaucht.
Benutzt man andere Koordinaten, zum Beispiel Winkel statt Ortskoordinaten (sogenannte
generalisierte Koordinaten), dann kann dieselbe kinetische Energie die Form

1
Ekinetisch(v) = EVTMV

haben, wobei M eine symmetrische positiv definite Matrix ist. Dabei konnen auch Eintrage
auflerhalb der Diagonale auftreten. Sie bedeuten nicht, dass der physikalische Raum selbst schief
ist, sondern dass die gewéhlten Koordinatenrichtungen in der kinetischen Energie miteinander
gekoppelt sind.
In dieser Situation definiert
(v, whpr 1= w' Mv

ein natiirliches Skalarprodukt auf dem Raum der Geschwindigkeiten. Die kinetische Energie ist
dann

1
Elinetisch(V) = §<V’ V)M

Das Skalarprodukt enthalt also die physikalische Information dartiber, welche Geschwindigkeits-
richtungen viel oder wenig kinetische Energie kosten.

Leitbeispiel 9.1.14 (Der Tragheitstensor). Das eben genannte physikalische Beispiel wird unser
Leitfaden durch das ganze Kapitel. Ein starrer Korper (Kérper hier im Alltagssinn — nicht der
algebraische!) drehe sich mit der Winkelgeschwindigkeit « € R>. Dabei ist w ein Vektor, der zwei
Angaben zugleich kodiert: Er zeigt entlang der Drehachse, und seine Lange ist das Drehtempo. Die
Rotationsenergie des Korpers ist

T(w) = % o' low,

wobei I € M3(R) der Trdgheitstensor des Korpers ist: eine symmetrische Matrix, die die Massen-
verteilung kodiert. Diese Formel ist das Dreh-Analogon der kinetischen Energie Imv? — nur ist
die ,Masse” jetzt eine Matrix, weil der Kérper um verschiedene Achsen verschieden trage ist. Wie
man I aus der Massenverteilung ausrechnet, ist ein Integral und gehort in die Physik; wir nehmen
die Matrix als gegeben. (,Tensor® ist nur der historische Name — fiir uns ist I eine symmetrische
Matrix.

Und das Energiesymbol T hat mit dem Transponieren in @' nichts zu tun; eine ungliickliche,
aber tibliche Doppelbelegung. Diese wird (in dieser neuen Version des Skriptes) auch dadurch
abgemildert, dass das Symbol T statt T zum Transponieren verwendet wird.) Wie im vorigen
Beispiel ist

(0,0 ) 1= ' Tw

278



eine symmetrische Bilinearform, und die Energie ist T(w) = %(w, O)T.

Wann ist diese Form positiv definit, also ein Skalarprodukt? Genau dann, wenn jede noch so
kleine Drehung Energie kostet, wenn also T(w) > 0 fiir alle w # 0 gilt. Das trifft auf jeden Korper
zu, dessen Masse nicht vollstindig auf einer einzigen Geraden liegt. (Der idealisierte, unendlich
dinne Stab ist die Ausnahme — aber nur fiir eine ganz bestimmte Drehachse: Fiir w entlang der
Stabachse ist T(w) = 0, denn alle Masse liegt auf der Achse und nichts bewegt sich; fur jedes
andere w ist T(w) > 0. Die Form ist dann nur positiv semidefinit — ein konkreter Vektor « # 0
mit (w, w); = 0.) Fir einen echten dreidimensionalen Korper ist I also symmetrisch positiv definit
— ein maf3geschneidertes Skalarprodukt, das misst, welche Drehachsen viel und welche wenig
Energie kosten.

Dieses eine Beispiel liefert uns Intuition fir alle grofien Satze des Kapitels: orthonormale Haupt-
achsen des Korpers, die Drehgruppe als Symmetrie, ein Kriterium fiir positive Definitheit (Hurwitz)
— und als Héhepunkt die Hauptachsentransformation, die den Trigheitstensor diagonalisiert und
die Drehung in unabhingige Achsen entkoppelt.

Bemerkung 9.1.15 (Positive Definitheit und zweite Ableitungen). Positive Definitheit tritt auch
in der Analysis natiirlich auf. Bei einer zweimal stetig-differenzierbaren Funktion f : R - R
untersucht man an einem Punkt a mit f’(a) = 0 das Vorzeichen von f”(a). Ist f”(a) > 0, dann
krimmt sich die Funktion dort nach oben, und man hat ein lokales Minimum.

Fiir Funktionen f : R* — R iibernimmt die Hesse-Matrix die Rolle der zweiten Ableitung. Ist f
zweimal stetig-differenzierbar, dann ist die Hesse-Matrix

2
Hi(@) - ( al (a))
Lj

8x,-8xj
wegen des Satzes von Schwarz symmetrisch. Sie definiert daher eine symmetrische Bilinearform
bo(v,w) := wT H{a)v.

Positive Definitheit bedeutet dann: In jeder von Null verschiedenen Richtung ist die zweite
Anderung positiv. Das ist die mehrdimensionale Version der Bedingung f”(a) > 0.

Bemerkung 9.1.16 (Zur Bezeichnung ,euklidisch®). Der Ausdruck ,euklidischer Vektorraum® ist
moderne mathematische Sprache. Er bedeutet nicht, dass Euklid selbst Geometrie in der Sprache
von Vektorraumen, Skalarprodukten oder Koordinaten betrieben hitte. Euklid dachte synthetisch:
Punkte, Geraden, Kreise, Konstruktionen und Winkel standen im Vordergrund, nicht Abbildungen
VxV —> R

Die Verbindung ist eine moderne abstrakte Identifikation. Wenn man die Ebene als R? mit dem
Standardskalarprodukt modelliert, dann lassen sich viele klassische geometrische Aussagen als
Aussagen uiber Vektoren und Skalarprodukte formulieren. Ob man deshalb sagen moéchte, dass
»derselbe Gegenstand® betrachtet wird, ist eher eine philosophische Frage als eine Rechenregel.

Ein gutes Beispiel ist Rechtwinkligkeit. Bei Euklid ist ein rechter Winkel ein geometrischer
Grundbegriff, beschrieben tiber Geraden und die Gleichheit benachbarter Winkel. Im modernen
euklidischen Vektorraum definieren wir dagegen

viw <= (v,w)=0.

Das ist nicht Euklids Definition in neuer Schrift, sondern eine moderne Definition, die im Stan-
dardmodell genau die erwartete Geometrie rekonstruiert.

Man sollte ,euklidisch® hier also freundlich aber niichtern lesen: Es geht um die moderne
lineare Algebra der positiven definiten Langen- und Winkelgeometrie. Es geht nicht unmittelbar
um die historische Arbeitsweise in den Elementen.
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9.2 Unitare Vektorraume

Wir arbeiten in diesem Abschnitt tiber dem Korper C. Der wesentliche Unterschied zum reellen
Fall ist die komplexe Konjugation. Ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum kann
nicht in beiden Argumenten komplex-linear und zugleich positiv definit sein. Darum ersetzt man
Bilinearitat durch Sesquilinearitit.

9.2.1 Komplexe Sesquilinearformen

Sei Vein C-Vektorraum.
Definition 9.2.1 (Sesquilinearform). Eine Abbildung
b:VxV-—>C

heiflt eine Sesquilinearform, wenn sie linear im ersten Argument und antilinear im zweiten
Argument ist.

Genauer heifit das: Fiir alle u,v,w € Vund alle A,y € C gilt also die Linearitit im ersten
Argument

b(Au + pv, w) = Ab(u, w) + ub(v, w)

und die Antilinearitit im zweiten Argument

b(u, Av + pw) = Ab(u, v) + fib(u, w).

Bemerkung 9.2.2 (Antilinearitat). Der Begriff ,antilinear” klingt deutlich dramatischer als er
letztlich ist. Insbesondere heif3t Antilinearitit nicht das vollige Gegenteil von Linearitit sondern
lediglich, dass Skalare beim herausziehen noch komplex konjugiert werden.

Bemerkung 9.2.3 (Konvention). Wir verwenden die mathematische Konvention, dass das Ses-
quilinearformen im ersten Argument linear und im zweiten Argument antilinear sind. In Teilen
der Physik wird die umgekehrte Konvention verwendet. Die Begriffe bleiben gleich, aber manche
Formeln werden dann komplex konjugiert.

Definition 9.2.4 (Hermitesche Form). Sei V ein C-Vektorraum. Eine Sesquilinearform
b:VxV->C
heif3t hermitesch-symmetrisch und eine hermitesche Form, wenn fir alle u, w € V gilt

b(u, w) = b(w, u).

Bemerkung 9.2.5 (Reelle Werte). Fiir jede Hermitesche Form gilt b(v,v) € R fiir alle v € V.

Definition 9.2.6 (Positive Definitheit). Sei V ein C-Vektorraum, und seib : V xV — C eine
hermitesche Form. Dann heif3t b positiv definit, wenn fiir alle v € Vmit v # 0 gilt

b(v,v) > 0.

Diese Ungleichung ist sinnvoll, weil b(v, v) fur hermitesche Formen reell ist.
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Beispiel 9.2.7 (Ein Beispiel und ein Gegenbeispiel). Auf C" ist
n
b(u,w) :=why = Z ww;
i=1

eine positiv definite hermitesche Form. Hier bezeichnet w¥ die hermitesch transponierte Zeile
w'. Fiir u # 0 gilt
b(u, u) = |ug)? + - + |uy|? > 0.

Ein Gegenbeispiel auf C? ist

z W _ N
() ) -

Diese Abbildung ist hermitesch, aber nicht positiv definit, denn
0\ (0
(00

9.2.2 Sesquilinearformen als Matrizen

Lemma 9.2.8 (Sesquilinearformen und Matrizen). Seib : C" x C"* — C eine Sesquilinearform.
Dann gibt es genau eine Matrix A € M,(C) mit

b(v,w) = wHAv
fur allev,w € C". Sie ist gegeben durch
Ajj = b(ej &),

wobei ey, ..., e, die Standardbasis von C" ist.
Umgekehrt definiert jede Matrix A € M,(C) durch

ba(v,w) := wHAv
eine Sesquilinearform auf C".

Beweis. Seien

n
Wwi€;.

n
V= Zvjej und w=
j=1 i=1
Da b im ersten Argument linear und im zweiten Argument antilinear ist, gilt

n n
b(v,w) = Z Z viw; b(ej, €).
j=1i=1
Setzen wir A;; : = b(ej,¢;), dann ist dies genau

b(v, w) = wHAv.

Damit ist auch die Eindeutigkeit klar: Die Matrixeintrdge miissen notwendigerweise die Zahlen
b(ej, ¢;) sein.
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Auch hier ist das nur lineare Fortsetzung mit einem Konjugationstwist. Fiir festes v ist die
Abbildung

w > b(v, w)

antilinear. Also reicht es, die Werte auf der Basis ey, ..., e, zu kennen. Fiir festes ¢; ist wiederum
v b(v,e)

linear. Also reichen auch hier die Werte auf der Basis ey, ..., e,. Am Ende ist die ganze Sesquiline-
arform durch die Zahlen b(e;, ¢;) bestimmt.
Ist umgekehrt A € M,(C), dann ist

(v, w) > wlAv

linear im ersten Argument und antilinear im zweiten Argument. Also ist b, eine Sesquilinearform.

O]

Definition 9.2.9 (Hermitesche Matrix). Eine Matrix A € M, (C) heifit hermitesch, wenn
Af = A

gilt. Dabei ist
AH =47

die hermitesch transponierte Matrix.

Korollar 9.2.10 (Determinante der hermitesch transponierten Matrix). Fiir jede Matrix A € M,(C)
gilt
det (AH) = det(A).

Insbesonder gilt fiir eine hermitesche Matrix A, dass

det(A) € R.

Beweis.  Wir erinnern an Theorem 7.3.5
det (A7) = det(A).
Daher gilt fiir jede Matrix A € M,(C)
det (A™) = det (A ") = det (A) = det(A).

Ist nun A = A, dann folgt
det(A) = det (AH) = det(A).

Eine komplexe Zahl ist genau dann reell, wenn sie gleich ihrer komplex konjugierten Zahl ist.
Also ist det(A) € R. O

Lemma 9.2.11 (Hermitesche Formen und hermitesche Matrizen). Seib : C* x C* — C eine
Sesquilinearform, und sei A € M, (C) die assoziierte Matrix aus dem vorherigen Lemma. Dann ist b
genau dann hermitesch, wenn A hermitesch ist.
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Beweis.  Sei zunédchst A hermitesch. Dann gilt fiir alle v,w € C"
b(v,w) = wHAv.
Auflerdem gilt
b(w,v) = vHAw = wi ARy = wHAY = b(v, w).

Also ist b hermitesch.
Sei umgekehrt b hermitesch. Dann gilt fiir alle v,w € C"

wiAv = b(v, w) = b(w, v) = wiAHy,
Also gilt
wh (A - AH) v=20

fiir alle v, w € C". Setzen wir v = ¢; und w = ¢;, erhalten wir
HY _
(A-A%),=o.
Also ist A = AH. ]

Definition 9.2.12 (Positive Definitheit von Matrizen im komplexen Fall). Eine Matrix A € M,(C)
heif3t hermitesch positiv definit, wenn
AH= A
gilt und fiir alle v € C" mit v # 0
vHAv >0

gilt. In vielen Texten sagt man dafiir kurz: A ist positiv definit.

Lemma 9.2.13 (Positive Definitheit und Matrizen). Seib : C" x C" — C eine Sesquilinearform,
und sei A € M,(C) die assoziierte Matrix. Dann ist b genau dann ein Skalarprodukt auf C", wenn A
hermitesch positiv definit ist.

Beweis.  Nach dem vorherigen Lemma ist b genau dann hermitesch, wenn A hermitesch ist.
Auflerdem gilt fiir alle v e C"
b(v,v) = v Av.

Dabher ist die positive Definitheit von b genau die Bedingung
vHAv >0  fiir alle v # 0.
Zusammen ergibt das genau die Behauptung. O

Bemerkung 9.2.14 (Hermitesche Matrizen als komplexe Analogie). Im reellen Fall gehoren
symmetrische Matrizen zu symmetrischen Bilinearformen. Im komplexen Fall iibernehmen her-
mitesche Matrizen diese Rolle.

So wie positive definite Hesse-Matrizen im reellen Fall lokale Minima erkennen, treten positive
definite hermitesche Matrizen im komplexen Fall iiberall dort auf, wo komplexe Zustande eine
reelle positive Grofle bestimmen sollen: Normquadrate, Energien oder Wahrscheinlichkeiten.
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9.2.3 Komplexe Skalarprodukte und Normen

Definition 9.2.15 (Skalarprodukt und induzierte Norm). Sei V ein C-Vektorraum. Ein Skalarpro-
dukt auf Vist eine positiv definite hermitesche Form auf V.

Fiir ein Skalarprodukt schreibt man meistens
(u, w)
statt b(u, w).

Bemerkung 9.2.16 (Warum wir positive Definitheit wollen). Auch im komplexen Fall soll (v, v)
das Quadrat der Lange von v sein. Positive Definitheit sagt daher wieder genau:

1. Es gibt keine negativen Quadratlangen.
2. Nur der Nullvektor hat Lange Null.

Ohne positive Definitheit ware |v| = y/(v, v) kein sinnvoller reeller Laingenbegriff.

In der Quantenmechanik ist diese Bedingung besonders natiirlich: Normquadrate werden als
Grofien interpretiert, die nicht negativ sein diirfen, zum Beispiel als Wahrscheinlichkeiten (nach
geeigneter Normierung).

Definition 9.2.17 (Unitarer Vektorraum). Ein unitdrer Vektorraum ist ein endlich-dimensionaler
C-Vektorraum V zusammen mit einem Skalarprodukt (-, -) auf V. Das Skalarprodukt induziert auf

V den Langenbegriff (die Norm)
M = (v, v).

Bemerkung 9.2.18 (Viele Skalarprodukte). Auch auf C" gibt es viele Skalarprodukte. Ist A €
M,,(C) hermitesch und positiv definit, dann definiert

(u,why = wHAu

ein Skalarprodukt auf C". Das Standardskalarprodukt ist der Spezialfall A = E,,.

Ein physikalisches Beispiel entsteht bei endlich-dimensionalen Modellen der Quantenmecha-
nik oder bei Diskretisierungen von Wellenfunktionen. Wenn die Komponenten eines Vektors
Werte einer Wellenfunktion auf einem Gitter beschreiben, dann sollte das Skalarprodukt die
Gittergewichte beriicksichtigen. Statt

Vi
1

verwendet man dann zum Beispiel
W oo = 3 hivii
i

mit Gewichten h; > 0. Das ist wieder ein Skalarprodukt, aber eines, das besser zur konkreten
physikalischen Modellierung passt.
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9.3 Orthogonalitit und Orthonormalisierung

Wir arbeiten in diesem Abschnitt in einem euklidischen oder unitéren Vektorraum. Im komplexen
Fall verwenden wir weiterhin die Konvention, dass das Skalarprodukt im ersten Argument linear
und im zweiten Argument antilinear ist.

Definition 9.3.1 (Orthogonalitit). Seien V ein euklidischer oder unitérer Vektorraum, und seien
v,w € V. Wir sagen, dass vund w orthogonal sind, wenn

(v,w)=0
gilt. In diesem Fall schreiben wir
vLiw.
Ein System (v, ..., V) heifSt orthogonal, wenn je zwei verschiedene Vektoren aus dem System

orthogonal sind. Das heif3t: Fiir alle i # j gilt

(v, vj) = 0.

Definition 9.3.2 (Orthonormalitét). Ein System (ny, ..., ng) heifit orthonormal, wenn es orthogonal
ist und zusatzlich jeder Vektor Norm 1 hat. Das heif3t: Fiir alle i, j gilt
1, i=j,

(n-,n~)= ’
P o, i

Bemerkung 9.3.3 (Normierung). Ist (v, ...,v) ein orthogonales System und ist kein v; der
Nullvektor, dann kann man es sofort orthonormalisieren. Man setzt

1

ol

Dann ist (ny, ..., ng) orthonormal. Die Orthogonalitat bleibt erhalten, weil jeder Vektor nur mit
einem von Null verschiedenen Skalar multipliziert wird.

n; :

Lemma 9.3.4 (Koordinaten in einem orthonormalen System). Sei (ny,...,n) ein orthonormales
System in einem euklidischen oder unitdren Vektorraum V. Dann gilt fiir jeden Vektor

v € Span(ny, ..., ny)

die Formel

k
v = Z(v, nn;.
i=1

Beweis.  Dawv € Span(ny, ..., ny) liegt, gibt es Skalare A, ..., A mit

k
V= Z Aini.
i=1
Wir berechnen fir ein festes j:
k k
<V, T’lj> = <Z )Linl-,nj> = Z /11'(7'11', n]) = /1]
i=1 i=1

Also sind die Koeffizienten von v beziiglich des orthonormalen Systems genau die Zahlen (v, n;).
Einsetzen ergibt die Behauptung. O
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Bemerkung 9.3.5 (Hinweis auf Fourierreihen). Dieses Lemma ist eine endliche Version ei-
ner wichtigen Idee aus der Analysis. Auf dem Raum C°([—r, 7], R) der stetigen reellwertigen
Funktionen auf [, 7] definiert

1 /4
(o9 = 2| fegeax
T )—r
ein Skalarprodukt. Beziiglich dieses Skalarprodukts sind die Funktionen
i, cos(x), sin(x), cos(2x), sin(2x), ...
V2

orthonormal.

Fir endliche Linearkombinationen solcher Funktionen kann man daher die Koeffizienten genau
wie oben durch Skalarprodukte ablesen. In der Analysis wird daraus die Theorie der Fourierreihen.
Dort zeigt man prazise, in welchem Sinn diese Funktionen ein vollstandiges Orthonormalsystem
bilden und von welchem Raum. Im Gegensatz zum endlich dimensionalen Fall ist das deutlich
subtiler, weil man dann iiber Konvergenz von unendlichen Reihen sprechen muss. Das gehort in
die Analysis.

Lemma 9.3.6 (Orthogonale Systeme sind linear unabhangig). Sei (vi,..., V) ein orthogonales
System in einem euklidischen oder unitdren Vektorraum. Wenn kein v; der Nullvektor ist, dann ist
(W, ..., W) linear unabhdngig.

Beweis.  Seien Ay,..., A Skalare mit
k
Z /11"1 =0.
i=1

Wir zeigen, dass alle A; gleich Null sind. Sei dazu j € {1, ..., k}. Dann gilt

k k
0= <Z /L-vi,vj> = 2 Aw ) = Av v,
i=1 i=1

Da v; # 0 ist, gilt (vj, v;) > 0. Also ist A; = 0. Da j beliebig war, sind alle Koeffizienten gleich Null.
Damit ist das System linear unabhéngig. O

Bemerkung 9.3.7 (Warum das stark ist). Lineare Unabhéngigkeit ist normalerweise keine
paarweise Eigenschaft. Ob ein System linear unabhangig ist, hangt im Allgemeinen vom Zusam-
menspiel aller Vektoren gleichzeitig ab. Orthogonalitit ist dagegen paarweise definiert. Trotzdem
folgt aus dieser paarweisen Bedingung sofort lineare Unabhingigkeit, sofern kein Nullvektor
vorkommt. Das ist einer der Griinde, warum Orthogonalitit so niitzlich ist.

Lemma 9.3.8 (Einen neuen orthogonalen Vektor erzeugen). Sei (ny,...,n;) ein orthonormales
System in einem euklidischen oder unitdren Vektorraum V. Sei auflerdem

w & Span(ny, ..., ng).
Dann ist
k
Ver1 1= W= ) (womn,
i=1
ein Vektor mit folgenden Eigenschaften:

1. Vk+1 * 0.

286



2. Fiirallej € {1,...,k} gilt viyq L n;.

3. Esgilt
Span(ny, ..., ng, w) = Span(ny, ..., Bk, Vi 1)-

Insbesondere ist .

T Vk+1
Vi1l

wohldefiniert, und (ny, ..., g, n1) ist orthonormal.

M1 +=

Beweis.  Zunéchst gilt v # 0. Denn wire v;,; = 0, dann wéire

k
w = Z<W> ni)”i
i=1

und damit w € Span(ng, ..., n). Das widerspricht der Annahme.
Wir zeigen nun die Orthogonalitat. Fir j = 1, ...,k gilt

k
(Ver1,m) = <W - Z(w, nn;, nj>.
i=1

Da das Skalarprodukt im ersten Argument linear ist, ist dies gleich

k
<W’ nj) - Z(W’ ni><nir n]> = <W’ n]) - <W’ n]> =0.
i=1

Also ist v yq L n; fiir alle j.
Es bleibt die Gleichheit der Spannrdume. Nach Definition von vy ist

Vi1 € Span(ny, ..., ng, w).
Also gilt
Span(ny, ..., ng, Vey1) C Span(ny, ..., ng, w).
Umgekehrt folgt aus der Definition

k

W= Vg1t Z(W, nn;.
i=1

Also liegt win Span(ny, ..., ng, V41 ). Damit gilt auch die umgekehrte Inklusion.
Da v, 1 # 0, konnen wir normieren. Der normierte Vektor ng, ; hat Norm 1 und ist weiterhin

orthogonal zu allen ny, ..., ng. Damit ist (ny, ..., ng, ng41) orthonormal.

Theorem 9.3.9 (Gram-Schmidt-Orthonormalisierung). SeiV ein endlich-dimensionaler euklidischer
oder unitdrer Vektorraum. Sei (by,...,b,) eine Basis von V. Dann gibt es eine Orthonormalbasis

(nq,...,n,) von'V mit
Span(ny, ..., n) = Span(by, ..., by)

furallek € {1, ...,n}.
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Beweis.  Wir konstruieren die Vektoren ny, ..., n, iterativ.

Fir k = 1 setzen wir .
n = —b.
1B+

Das ist moglich, weil b; # 0 ist. Dann ist (n;) orthonormal und
Span(n;) = Span(b,).
Angenommen, wir haben bereits ein orthonormales System (ny, ..., n;) konstruiert mit
Span(ny, ..., n;) = Span(by, ..., by).
Da (by, ..., b,) linear unabhiangig ist, gilt

bry1 € Span(by, ..., by).

Wegen der Gleichheit der Spannrdume gilt also auch

bry1 & Span(ny, ..., ng).
Wir wenden das vorherige Lemma mit w = by ; an. Dann erhalten wir einen Vektor

k

Vetr1 = b1 — Z(bkﬂ:ni)nis
i=1

der nicht Null ist und auf allen bisherigen n; orthogonal steht. Wir setzen

M1 2= Vi+1-

Vel

Dann ist (ng, ..., g, ng,1) orthonormal. Aulerdem bleibt der Spann erhalten:
Span(ny, ..., ng, Ngyq) = Span(ny, ..., ng, bryq) = Span(by, ..., by, by 1)-
Nach endlich vielen Schritten erhalten wir ein orthonormales System (ny, ..., n,) mit
Span(ny, ..., n,) = Span(by, ..., b,) = V.

Also ist (ng, ..., n,) ein Erzeugendensystem von V. Da orthonormale Systeme insbesondere linear
unabhingig sind, ist es eine Basis. O

Definition 9.3.10 (Orthonormalbasis). Eine Orthonormalbasis, kurz ONB, ist eine Basis, die
zugleich ein orthonormales System ist.

Leitbeispiel 9.3.11 (Der Tragheitstensor: die Hauptachsen sind eine ONB). Fiir den Koérper Leit-
beispiel 9.1.14 wird der Spektralsatz spiter eine besondere Basis des R> liefern: die Hauptachsen
des Korpers. Thre entscheidende Eigenschaft ist, dass sie eine Orthonormalbasis bilden. Das ist
physikalisch kein Zufall, sondern eine Aussage iiber den Korper selbst: Es gibt drei zueinander
senkrechte Drehachsen, um die er sich ,sauber” dreht. Wichtig ist dabei, welches Skalarprodukt
gemeint ist — es laufen ja inzwischen zwei durch dieses Kapitel. Orthonormal heif3t hier: beziiglich
des gewohnlichen Standardskalarprodukts des R®, nicht beziiglich des ma3geschneiderten (-, -);!
(Beztiglich (-, -); sind die Hauptachsen zwar orthogonal, aber nicht normiert.) Dass ausgerech-
net die Standard-Geometrie die Achsen der I-Energieform liefert, ist die eigentliche Pointe des
Spektralsatzes; das Nebeneinander der beiden Skalarprodukte kliaren wir am Ende des Kapitels.
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Driickt man eine beliebige Winkelgeschwindigkeit w in einer solchen ONB (sy, s,, s3) aus, so sind
die Koordinaten einfach die Standardskalarprodukte mit den Achsen:

0 ={w,$1) 51 + (W, $2) Sp + (W, 83) 53.

Genau dafiir sind Orthonormalbasen gemacht. Dass sich eine ONB notfalls aus jeder Basis her-
stellen lasst, klart das Gram-Schmidt-Verfahren; dass die Hauptachsen von selbst orthonormal
sind, ist der Inhalt des Spektralsatzes.

Korollar 9.3.12 (Fortsetzung zu einer ONB). Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitdrer Vektorraum. Dann ldsst sich jedes orthonormale System in 'V zu einer ONB von V fortsetzen.

Beweis.  Sei (ny, ..., n) ein orthonormales System in V. Nach dem Lemma tiber orthogonale
Systeme ist dieses System linear unabhangig. Daher lasst es sich zu einer Basis

(Tll, cees N, bk+1, ...,bn)

von Verganzen. Nun wenden wir das Gram-Schmidt-Verfahren auf diese Basis an. Die ersten k
Vektoren bleiben dabei unverandert, denn sie sind bereits orthonormal. So erhalten wir eine ONB
von V, die das urspriingliche orthonormale System enthalt. O

Definition 9.3.13 (Orthogonales Komplement einer Menge). Sei V ein euklidischer oder unitarer
Vektorraum, und sei M C V eine Teilmenge. Das orthogonale Komplement von M ist

Mt :={veV|firalleme Mgiltv L m}.

Lemma 9.3.14. Fiir jede Teilmenge M C V ist M* ein Untervektorraum von V.

Beweis.  Zunichst gilt 0 € M+, denn (0,m) = 0 fiir alle m € M.
Seien nun v, w € M+, und seien A, j Skalare. Fiir jedes m € M gilt

(A + pw,m) = A(v,m) + p{w,m) = 0.
Also liegt auch Av + pwin M*. Damit ist M* ein Untervektorraum. O

Definition 9.3.15 (Orthogonales Komplement eines Untervektorraums). Ist U C V ein Untervek-
torraum, dann nennen wir U~ das orthogonale Komplement von U. Explizit ist also

Ut ={veV|firaleueUgiltv L u}.

Theorem 9.3.16 (Orthogonale Zerlegung). Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder
unitdrer Vektorraum, und seiU C V ein Untervektorraum. Dann gilt

V=UeU.
Insbesondere ist U ein Komplement von U.

Beweis.  Wir wihlen eine ONB (ny, ..., n;) von U. Das ist moglich, weil wir zunéchst irgendeine
Basis von U wiahlen und dann Gram-Schmidt anwenden konnen.
Sei nun v € V. Wir setzen

k
u:= Z(v, npyn; € U
i=1
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(das ist die orthogonale Projektion von v auf U) und
Wiz v—u

Wir zeigen, dass w € U™ gilt. Fiir jedes j € {1, ..., k} ist

k
(w,nj) = (v,m) = >~ (v,m)(ms, mj) = 0.
i=1

Also steht w orthogonal auf allen n;. Da die n; den Untervektorraum U erzeugen, steht w sogar
orthogonal auf ganz U. Also gilt w € U™.
Damit haben wir
v=u+w

mit u € Uund w € U*. Also ist
V=U+U"

Es bleibt zu zeigen, dass die Summe direkt ist. Sei dazu x € U N U*. Dann ist x € U, aber
zugleich steht x orthogonal auf ganz U. Insbesondere gilt also x L x, also

(x,x) = 0.
Nach positiver Definitheit folgt x = 0. Damit ist U N U* = {0}, und die Summe ist direkt. ]

Korollar 9.3.17 (Eindeutigkeit des orthogonalen Komplements). Sei U C V ein Untervektorraum.
Dann ist Ut das eindeutig bestimmte Komplement von U, das orthogonal zu U steht. Genauer: Ist
W C V ein Untervektorraum mit

V=UeWw

und gilt W C U™, dann ist
w=U"
Beweis.  Aus W C U™ folgt bereits eine Inklusion. Da V = U & W gilt, ist
dim(W) = dim(V) — dim(U).
Aus dem vorherigen Satz gilt aulerdem V = U @ U+, also
dim(U*t) = dim(V) — dim(U).

Damit haben Wund U~ dieselbe Dimension. Zusammen mit W C U+ folgt W = U™, 0

9.4 Polarisierung und Ungleichungen

Wir arbeiten weiterhin in einem euklidischen oder unitiren Vektorraum. Im unitéren Fall ver-
wenden wir die Konvention, dass das Skalarprodukt im ersten Argument linear und im zweiten
Argument antilinear ist.

Theorem 9.4.1 (Polarisierung, Pythagoras und die wichtigsten Ungleichungen). SeiV ein euklidi-
scher oder unitdrer Vektorraum. Dann gelten die folgenden Aussagen.
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1. Polarisierung im reellen Fall. Ist V euklidisch, dann gilt fiir allev,w € V
1
(wowy = 2 (v + il = 7 = f”)
Aquivalent dazu sind die Formen

(v +w® = v —wi?)

il Rl

(v,w) =

und

(v, w) = % (2 + Il = v = wi®).
2. Polarisierung im unitdren Fall. Ist V unitdr, dann gilt fiir allev,w € V
o) = 5 (v w” = =)+ £ (I -+ il = o = ivf?)
3. Satz des Pythagoras. Sind v, w € V orthogonal, dann gilt
v+l = A” + Il

4. Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir allev,w € V gilt

(v, Wil < M -

5. Dreiecksungleichung. Fiir allev,w €V gilt

v +wl <+l

Beweis.  Wir beginnen mit der Polarisierung. Im reellen Fall gilt
v+l = vt wov ) = o+ 2(v,w) + ol

Umstellen ergibt sofort
1 2 2 2
(v, w) = 2 (v +wl* = 1* = %)
Wenn man stattdessen v — w verwendet, erhilt man

v —wl® = (v —w,v —w) = [W* = 2(v, w) + |wf®.

Daraus folgt durch Umstellen auch
1
(v, = 2 (M + I = v = f*).
Subtrahiert man die beiden Gleichungen fiir |[v + w||2 und ||v — w||2, erhilt man auflerdem

v+ wl* = v — wl® = 4(v, w).

Also gilt auch
(v +w® = v —wi?).

(v,w) =

I
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Im unitaren Fall miissen wir Realteil und Imaginarteil des Skalarprodukts getrennt rekonstruie-
ren. Sei dazu
z :={v,w).

Unser Ziel ist es, aus Normen zunichst Re(z) und dann Im(z) zu bestimmen.
Zuerst bestimmen wir den Realteil. Dazu berechnen wir

v+ wl? = v+ w, v+ w).
Mit Sesquilinearitat erhalten wir

v+ wl® = + (v w) + (w, v) + ol
Da (w,v) = (v, w) gilt, ist das
v+ wl® = 1d° + Iwl® + 2+ 2 = [* + [w]® + 2Re(2).
Genauso erhilt man

Iv—wl® = |W* + [w]* — 2Re(2).

Wenn wir diese beiden Gleichungen voneinander abziehen, fallen die Terme ||v||2 und ||w||2 weg. Es
bleibt
lv+wl* = v = w® = 4Re(2).

Also gilt
1
Re(v,w) = o (Iv+wl’ — v —wl’).

Nun bestimmen wir den Imaginérteil. Die Idee ist, w durch iw zu ersetzen. Wir berechnen also
dieselbe Differenz wie oben, aber mit iw statt w. Nach dem bereits bewiesenen Realteil gilt

Iv+ iwl® = v — iw® = 4Re(v, iw).
Da das Skalarprodukt im zweiten Argument antilinear ist, gilt
(v,iw) = v, w) = —iz.
Firz =a+ibist
—iz = —i(a +ib) = b —ia.

Also ist
Re(—iz) = b = Im(z).
Damit erhalten wir
Iv+ iw® = v — iwf* = 4Im(2).
Also gilt

Im(v, w) =

2 (v + il = —in?) .

Zusammen folgt

(v, w) = Re{v, w) + i Im(v, w).

Einsetzen der beiden Formeln liefert die unitare Polarisierungsformel

o) = 7 (I ol = v = f®) + £ (I + iwl? = Iy = P
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Nun folgt Pythagoras. Sind vund worthogonal, also (v, w) = 0. Wegen (hermitescher) Symmetrie
gilt dann auch (w,v) = 0. Also ist

v+l = (v 4w, v+ w) = M+ v w) + (w,v) + ul® = A+l

Wir beweisen nun die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Fiir w = 0 ist die Aussage klar. Sei also
w # 0. Wir zerlegen vin einen Anteil in Richtung von wund einen Anteil orthogonal zu w. Setze

u:i=v-— (v, w)
(w,w)
Dann gilt
=(v,w _vw w,w) =
) = () = ) =0

Der Vektor u ist also der orthogonale Rest von v nach Abzug des Anteils in Richtung w. Nach

Pythagoras gilt daher

2
P2 = fug? + [

(w, w)

Da ||u||2 > 0 ist, folgt
w) P kv’
W .

2
A X% i

Multiplikation mit ||w||2 ergibt
2
v, WP < I Il

Nach Wurzelziehen erhalten wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Zum Schluss beweisen wir die Dreiecksungleichung. Es gilt

Iv+wl® = [W* + 2 Re(v, w) + |wf®.

Mit
Re(v, w) < [(v,w)| < M [l

folgt
v+ wi® < I+ 2 I W]+ Iwl® = (vl + W)

Da Normen nichtnegativ sind, folgt daraus

v +wl <[+ 1wl O

Korollar 9.4.2 (Die Norm bestimmt das Skalarprodukt). Sei V ein euklidischer oder unitdrer
Vektorraum. Dann ist das Skalarprodukt auf V durch die induzierte Norm eindeutig bestimmdt.
Genauer: Sind (—, —); und (—, —), zwei Skalarprodukte auf'V, und gilt fiir allev € V

J, vy = (v, v),,

dann gilt bereits
(v, w1 = (v, w);

furallev,w e V.
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Beweis.  Die Polarisierungsformel rekonstruiert (v, w) ausschlieflich aus Normen. Im euklidi-
schen Fall geniigt zum Beispiel die Formel

() = 1+ o~ 1~ o).

Im unitéren Fall verwendet man die unitére Polarisierungsformel. Wenn zwei Skalarprodukte
dieselbe Norm induzieren, haben alle Normausdriicke in diesen Formeln denselben Wert. Also
stimmen die Skalarprodukte tiberein. O

Korollar 9.4.3 (Abstinde bestimmen Winkel). Seien V und W euklidische Vektorrdaume. Sei
F:V->W
eine Abbildung, die alle Abstinde erhdlt. Das heif3t: Fiir alle x,y € V gilt
IFG) = F)l = lIx — .
Dann erhdlt F alle Winkel. Genauer: Fiir alle x € V und allev,w € V gilt
(F(x +v) — F(x), F(x + w) — F(x)) = (v, w).
Bemerkung 9.4.4. Im unitiren Fall stimmt die obige Aussage nicht. Sogar in C' ist die komplexe

Konjugation ein Gegenbeispiel. Sie erhilt offensichtlich alle Langen im Standardskalarprodukt,
aber nicht das Skalarprodukt selber: Sei b > 0 beliebig, dann gilt

(bi, 1) = bi = —bi = (—bi,1) = (bi,1).

Hier muss also auch die komplexe Struktur erhalten werden, damit man die unitére Polarisie-
rungsformel anwenden kann.

Beweis.  Setze
a:=F(x+v)—F(x) und b :=F(x+w)— F(x).

Dann gilt wegen Abstandserhaltung
lal =M. 6l =Iwl.  lla—bl=v—w.

Mit der Polarisierungsformel in der Form

1
(ros) = (I° + 1 = Ir = I°)
folgt daher
1
(@.b) = = (I° + Il” = v = wf*) = (v, w).
Damit sind die Skalarprodukte und daher auch die Winkel erhalten. O

Bemerkung 9.4.5 (Braucht man Linearitat?). Fir die Winkelerhaltung im vorherigen Korollar
braucht man Linearitét nicht vorauszusetzen. Die Aussage folgt direkt aus der Abstandserhaltung
und der Polarisierungsformel.

In euklidischen Vektorraumen bekommt man Linearitit sogar fast geschenkt: Eine abstands-
erhaltende Abbildung ist affin. Genauer: Ist F(0) = 0, dann ist F linear. Im allgemeinen Fall
ist

G(v) := F(v) — F(0)
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linear, und also ist F eine lineare Abbildung plus eine Verschiebung.

Fiir unitdre Vektorraume ist wieder etwas Vorsicht notig. Wie oben erlautert gilt: die gew6hnli-
che Abstandsfunktion sieht zunédchst nur die zugrundeliegende reelle Geometrie.

Wieder ist Komplexe Konjugation ein gutes Gegenbeispiel. Sie ist abstandserhaltend, aber
nicht komplex-linear. Erhalt eine Abbildung zusatzlich die komplexe Struktur, also insbesondere
Multiplikation mit i, dann rekonstruiert die unitire Polarisierungsformel auch das komplexe
Skalarprodukt.

Begriindung der Linearititsaussage im Euklidischen Fall. ~ Wir betrachten den Fall F(0) = 0. Nach
dem vorherigen Korollar gilt dann

(F(v), F(w)) = (v, w)
fur alle v, w € V. Damit folgt fiir alle v,w € V

IFGv +w) = F(v) = Fw)]*
=(F(v + w) — F(v) — F(w), F(v + w) — F(v) — F(w))
=(F(v + w), F(v + w) — F(v) — F(w))
+ (F(v), F(v + w) — F(v) — F(w))
+ (F(w), F(v + w) — F(v) — F(w))
=(F(v + w), F(v + w)) + (F(v), F(v + w)) + (F(w), F(v + w))
+(F(v +w), F(v)) + (F(v), F(v)) + (F(w), F(v))
+(F(v + w), F(w)) + (F(v), F(w)) + (F(w), F(w))
=(v+w,v+w)+{v,v+w) +{w,v+w)
+ v+ w,v) + (v, v) +{w,v)
+V+w,w)+ (v, w) +(w,w)
=(v+tw—v—wvtw—v—w)
=y +w—v—wf’
=0,
Die Idee ist: Man kann alle Skalarprodukte vollstindig ausmultiplizieren, bis nur Terme der Form

(F(a), F(b)) auftauchen. Dann benutzt man dass (F(a), F(b)) = (a,b). Schlielich geht man das
ausmultiplizieren wieder zuriick. So sieht man dann konzeptionell, dass

[Fv+w) = F@) = Fw)l* = v+ w —v—wf” .
gelten muss. Mit einem analogen Argument sieht man dass
[FGw) = AF@)I* = v = Mf”

fir alle A € R.
Also gilt
F(v+w) = F(v) + F(w) und F(Av) = AF(v).

Damit ist F linear. Fur allgemeines F wendet man dies auf G(v) = F(v) — F(0) an. O

Bemerkung 9.4.6 (Abstandserhaltung vs. Normerhaltung). Fiir Korollar 9.4.3 brauchen wir, dass
Abstinde erhalten werden. Das heif3t, dass fiir alle v, w € V wir haben

IF(v) = F(w)| = [lv —wi .
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Bemerke, dass dies etwas anderes ist, als Normerhaltung, also

IFI =M -
Ein einfaches Gegenbeispiel ist, die folgende Abbildung
P,: Vo>V, vi—>|y-w

fiir ein beliebiges w € V mit |w] = 1. Diese Abbildung erhalt Langen, aber keine Absténde.
Aber falls eine lineare Abbildung normerhaltend ist, dann ist sie bereits abstandserhaltend,
denn

IF(v) = F(w)l = [F(v = w)l = [v = .
Ohne Linearitit scheitert die erste Gleichheit im Allgemeinen. Fiir Korollar 9.4.3 ist also Linearitét
nicht notwendig, aber mit Linearitidt bekommen wir die folgende Verscharfung:

Korollar 9.4.7. Eine normerhaltende lineare Abbildung erhdlt das Skalarprodukt.

Bemerkung 9.4.8 (Was diese Ungleichungen leisten). Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist eine
der wichtigsten Schéitzungen der linearen Algebra. Sie sagt, dass ein Skalarprodukt nicht beliebig
grofl werden kann: Es ist hochstens das Produkt der Langen. Das macht aus dem Skalarprodukt
einen kontrollierten Winkel- und Projektionsbegriff.

Die Dreiecksungleichung sagt, dass die durch das Skalarprodukt induzierte Norm wirklich ein
sinnvoller Langenbegriff ist. Der direkte Weg von 0 nach v + wist nicht langer als der Weg zuerst
nach vund dann weiter nach v + w.

In der Physik treten diese Aussagen stindig auf. In der Quantenmechanik sind Zustande
Vektoren in einem komplexen Skalarproduktraum, und (¢, qo)|2 misst die Uberlappung zweier
Zustinde. Cauchy-Schwarz garantiert, dass diese Uberlappung durch die Normen der Zustinde
beschrénkt ist. Bei normierten Zustianden ist sie also hochstens 1.

Auch in der klassischen Mechanik und in der Elektrodynamik sind solche Abschiatzungen
grundlegend. Wenn ein Skalarprodukt Arbeit, Energie oder eine Projektion beschreibt, dann liefert
Cauchy-Schwarz sofort eine obere Schranke: Eine Kraft kann in einer gegebenen Verschiebung
héchstens so viel Arbeit leisten, wie es das Produkt aus Kraftstarke und Weglange erlaubt. Die
Dreiecksungleichung ist die abstrakte Form der vertrauten Tatsache, dass zusammengesetzte
Wege nicht kiirzer sein miissen als die direkte Verbindung.

9.5 Matrixgruppen

Wir betrachten nun einige wichtige Gruppen von Matrizen. Sie beschreiben lineare Abbildungen
mit bestimmten geometrischen Eigenschaften. Die Gruppenoperation ist jeweils die Matrizenmul-
tiplikation.

Definition 9.5.1 (Allgemeine lineare Gruppe). Die allgemeine lineare Gruppe ist

GL(n,R) :={A € M,(R) | A ist invertierbar}.

Bemerkung 9.5.2 (Geometrische Interpretation von GL(n, R)). Eine Matrix A € GL(n, R) be-
schreibt einen linearen Isomorphismus

R* > R", v Av.

Geometrisch sind das die invertierbaren linearen Verzerrungen des Raumes. Sie diirfen Langen,
Winkel und Volumina verdndern, aber sie diirfen keine Information verlieren. Die Rechtfertigung
ist direkt: Invertierbarkeit bedeutet genau, dass es eine inverse Matrix A™! gibt, also eine lineare
Riickabbildung. Matrizenmultiplikation entspricht der Verkettung linearer Abbildungen.
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Definition 9.5.3 (Orthogonale Gruppe). Die orthogonale Gruppe ist

O(n) :={Ae€GL(n,R) | ATA = 1,}.

Lemma 9.5.4 (Charakterisierung orthogonaler Matrizen). Fiir eine Matrix A € M,(R) sind
dquivalent:

1. A€ 0O(n).

2. Fur allev,w € R" gilt
(Av, Aw) = (v, w).

3. Furallev € R" gilt
1AV = M-

4. Fur allev,w € R" gilt

|Av — Aw] = v —w].

Beweis.  Wir verwenden das Standardskalarprodukt
(v, w) = w.

Dann gilt
(Av, Aw) = (Aw)TAv =wT AT Av.

Also gilt ATA = 1,, genau dann, wenn (Av, Aw) = (v, w) fiir alle v, w gilt. Damit sind die ersten
beiden Aussagen dquivalent.

Die zweite Aussage impliziert sofort die dritte. Aus der dritten Aussage folgt die zweite durch
Polarisierung, denn das Skalarprodukt ist durch die Norm bestimmt. Da A linear ist, gilt

Av — Aw = A(v —w).
Damit sind die dritte und vierte Aussage dquivalent. O

Bemerkung 9.5.5 (Geometrische Interpretation von O(n)). Die Gruppe O(n) besteht aus den
linearen Abbildungen des R", die alle Léngen und Abstande erhalten. Wegen der Polarisierung
erhalten sie dann automatisch auch alle Skalarprodukte und damit alle Winkel.

Das rechtfertigt die geometrische Interpretation: Elemente von O(n) sind die linearen starren
Bewegungen des Raumes, die den Ursprung festhalten. Sie kdnnen rotieren, spiegeln oder beides
kombinieren. Sie konnen aber nicht strecken, stauchen oder scheren.

Bemerkung 9.5.6 (Orthogonalitat, Skalarprodukt und O(n)). Seien A, B € M,(R) Matrizen und
seien mit ¢; und b; die Spalten bezeichnet. Sei zudem (v, w) das Standardskalarprodukt. Dann ist

(ap,by) ... (apby)
A'B= : :
<ana b1> <an’ bn>
Eine Matrix ist also genau dann orthogonal, wenn die Spalten ein orthonormales System bilden.
Da die Matrix quadratisch ist, erhalten wir sofort, dass die Spalten sogar eine ONB sind. Die

Spalten einer Matrix sind die Bilder der Einheitsvektoren. Eine lineare Abbildung ist also genau
dann orthogonal, wenn sie eine ONB auf eine andere ONB schickt.

297



Korollar 9.5.7 (Rotationen und Spiegelungen sind orthogonal). Sei F : R" — R" eine lineare
Abbildung, die alle Abstinde erhdlt. Dann liegt die Matrix von F beziiglich der Standardbasis in O(n).

Beweis.  Da Flinear ist, gilt F(0) = 0. Nach dem Korollar iiber abstandserhaltende Abbildungen
erhélt F das Standardskalarprodukt. Nach dem vorherigen Lemma ist die Matrix von F daher
orthogonal. O

Definition 9.5.8 (Spezielle orthogonale Gruppe). Die spezielle orthogonale Gruppe ist

SO(n) :={A € 0(n) | det(A) = 1}.

Bemerkung 9.5.9 (Geometrische Interpretation von SO(n)). Die Gruppe SO(n) besteht aus den
orthogonalen Matrizen, die zusétzlich die Orientierung erhalten. Fir A € O(n) gilt namlich

1 = det(1,) = det(AT A) = det(A)%.

Also ist det(A) = 1 oder det(A) = —1. Der Wert 1 bedeutet: Orientierung wird erhalten. Der Wert
—1 bedeutet: Orientierung wird umgekehrt.

Geometrisch ist SO(n) daher der orientierungserhaltende Teil von O(n). In der Ebene ist SO(2)
genau die Gruppe der Drehungen um den Ursprung. In Dimension 3 beschreibt SO(3) die tiblichen
Rotationen des Raumes um Achsen durch den Ursprung.

Leitbeispiel 9.5.10 (Der Tréagheitstensor: Drehen des Korpers). Die orthogonale Gruppe ist im
Korper Leitbeispiel 9.1.14 unmittelbar greifbar. Wir drehen das Koordinatensystem mit einer Rota-
tion R € SO(3); der Korper bleibt, wo er ist. In den neuen Koordinaten wird der Tragheitstensor
zu

I’ =RTIR.

Das ist die Basiswechselformel fiir Bilinearformen — hier als Vorgriff benutzt, sie kommt im
nichsten Abschnitt. (Den Korper selbst zu drehen statt der Koordinaten lauft auf dieselbe Formel
mit R! hinaus.) Weil R orthogonal ist, gilt R" = R™! und dieser Basiswechsel fillt fiir die Form I
und fiir den Operator I zusammen — ein Punkt, auf den wir bei der Hauptachsentransformation
zuriickkommen. Rotationen erhalten dabei Lingen und Winkel: Die geometrische Lage des
Korpers dndert sich nicht, nur ihre Beschreibung. Genau deshalb darf man in ein besonders
bequemes Koordinatensystem drehen. Die einzige Frage ist, welches das beste ist — und die
Antwort geben die Hauptachsen.

Definition 9.5.11 (Unitare Gruppe). Die unitdre Gruppe ist
U(n) :={A € GL(n,C) | AfA=1,}.

Dabei bezeichnet
Al = ZT

die hermitesch transponierte Matrix.

Lemma 9.5.12 (Charakterisierung unitirer Matrizen). Fiir eine Matrix A € M,(C) sind dquivalent:
1. AeU().
2. Fur allev,w € C" gilt

(Av, Aw) = (v, w).
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3. Furallev e C" gilt
A = v -

4. Die Spalten von A bilden eine Orthonormalbasis von C" beziiglich des Standardskalarprodukts.

Beweis.  Wir verwenden das unitére Standardskalarprodukt
(v, w) = whv.

Dann gilt
(Av, Aw) = (Aw)TAv = wHAH Ay,

Also gilt AHA = 1, genau dann, wenn (Av, Aw) = (v, w) fir alle v, w gilt. Damit sind die ersten
beiden Aussagen dquivalent.

Die zweite Aussage impliziert sofort die dritte. Aus der dritten Aussage folgt die zweite durch
die unitére Polarisierungsformel, denn das Skalarprodukt ist durch die Norm bestimmt.

Seien nun ay, ..., a, die Spalten von A. Dann gilt

(AHA)U' = aiHaj = (aj, @).
Daher gilt APA = 1, genau dann, wenn
<aj’ ai> = 51']'

fur alle i,j gilt. Das bedeutet genau, dass die Spalten von A eine Orthonormalbasis von C"

bilden. O

Bemerkung 9.5.13 (Geometrische Interpretation von U(n)). Die Gruppe U(n) ist das komplexe
Analogon von O(n). Ihre Elemente erhalten das unitére Standardskalarprodukt und damit Normen,
Abstinde und Winkel. Man sollte aber nicht einfach AT A = 1,, fordern. Im komplexen Fall ist die
richtige Bedingung

AfA =1,

Das ist genau die Bedingung, dass komplexe Langen und Orthogonalitdt mit der Konjugation
richtig behandelt werden.

Definition 9.5.14 (Spezielle unitire Gruppe). Die spezielle unitdre Gruppe ist

SU(n) :={AeU(n)| det(A) = 1}.

Bemerkung 9.5.15 (Geometrische Interpretation von SU(n)). Fir A € U(n) gilt

1 = det(1,,) = det(AFA) = det(A) det(A) = det(A) det(A) = |det(A)|2 .

Also liegt det(A) auf dem komplexen Einheitskreis. Die Gruppe SU(n) besteht aus den unita-
ren Matrizen, deren Determinante genau 1 ist. Sie ist der komplexe Spezialfall, der spéter im
Spektralsatz bei der Hauptachsentransformation natiirlich auftaucht.

Lemma 9.5.16 (Gruppeneigenschaften). Die Mengen GL(n, R), GL(n, C), O(n), SO(n), U(n) und
SU(n) sind Gruppen beziiglich Matrizenmultiplikation.

299



Beweis.  Fur GL(n,R) und GL(n, C) ist das gerade die Aussage, dass Produkte invertierbarer
Matrizen invertierbar sind und dass die inverse Matrix wieder invertierbar ist.
Sind A, B € O(n), dann gilt
(AB)T(AB)= BTATAB=B"B=1,.

Also ist AB € O(n). AuBBerdem ist fiir A € O(n) die inverse Matrix durch A~! = AT gegeben, und
AT ist wieder orthogonal. Damit ist O(n) eine Gruppe.
Fir SO(n) kommt nur noch die Determinantenbedingung dazu. Sind A, B € SO(n), dann ist

det(AB) = det(A) det(B) = 1.
Auflerdem gilt
det(A™1) = det(A)~! = 1.

Also ist auch SO(n) eine Gruppe.
Der Beweis fiir U(n) ist die hermitesche Version des Beweises fiir O(n). Sind A, B € U(n), dann
gilt
(AB)1(AB) = BHAHAB = BB =1,

Also ist AB € U(n). AuBerdem ist fiir A € U(n) die inverse Matrix durch A™' = AH gegeben, und
A ist wieder unitir. Damit ist U(n) eine Gruppe.
Fir SU(n) kommt wieder nur die Determinantenbedingung dazu. Sind A, B € SU(n), dann ist

det(AB) = det(A) det(B) = 1.

Auflerdem gilt
det(A™1) = det(A)"! = 1.

Also ist auch SU(n) eine Gruppe. O

9.6 Das Hurwitz-Kriterium

Wir arbeiten in diesem Abschnitt vor allem im unitdren Fall. Der euklidische Fall ist vollig analog.
Das Hurwitz-Kriterium gibt uns ein rechenbares Kriterium dafiir, wann eine hermitesche Matrix
positiv definit ist.

9.6.1 Basiswechsel fiir Sesquilinearformen

Lemma 9.6.1 (Basiswechsel fiir Sesquilinearformen). SeiV ein endlich-dimensionaler C-Vektorraum,
und sei
b:VxV—>C

eine Sesquilinearform. Seien
B=(uy,...,u,) und C=(v,...,v,)

zwei Basen von V. Sei Ag die Matrix von b beziiglich B, und sei Ac die Matrix von b beziiglich C.
Setzen wir

also

[x]p = Plx]c
fiir alle x € V, dann gilt

Ac = PHAgP.
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Beweis.  Nach Definition der Matrix einer Sesquilinearform bedeutet Ap: Fiir alle v, w € V gilt
b(v,w) = [l Ap[v]s.
Nun verwenden wir die Basiswechselmatrix
P = Mg (I1d).
Sie iibersetzt Koordinaten beziiglich C in Koordinaten beziiglich B:

[vlg = P[vlc, [wlg=Plw]c.

Also erhalten wir o
b(v,w) = [w]gAp[v]s
= (P[w]o)" Ap (PIV]c)
= [wIePAgPlv]c.
Damit erfiillt PPAgP die charakterisierende Eigenschaft der Matrix von b beziiglich C. Aus der

Eindeutigkeit dieser Matrix folgt
Ac = PHAgP. O

Bemerkung 9.6.2 (Anders als bei linearen Abbildungen). Bei einem Endomorphismus, bei
dem man im Definitions- und Zielraum dieselbe Basis wechselt, andert sich die Matrix durch
Konjugation mit einer inversen Matrix. Bei einer Sesquilinearform éndert sich die Matrix anders:

Ac = PHAgP.

Der Grund ist, dass die Form zwei Eingénge hat. Der Basiswechsel tritt daher einmal links und
einmal rechts auf. Im linken Faktor entsteht wegen der Antilinearitit im zweiten Argument die
hermitesch transponierte Matrix.

Korollar 9.6.3 (Vorzeichen der Determinante unter Basiswechsel). Alle Matrixdarstellungen
derselben hermiteschen Sesquilinearform haben Determinanten mit demselben Vorzeichen. Genauer
gilt: Sind Ag und Ac die Matrizen derselben hermiteschen Sesquilinearform beziiglich zweier Basen,
dann gibt es eine invertierbare Matrix P mit

Ac = PHAgP
und deshalb
det(Ap) = |det(P)[* det(Ap).

Da |det(P)|2 > 0 gilt, haben det(Ag) und det(Ac) dasselbe Vorzeichen.
Im euklidischen Fall gilt analog: Sind Ag und A die Matrizen derselben symmetrischen Bilinear-
form, dann gilt
Ac=PTAgP und det(Ap) = det(P)? det(Ap).

Auch hier bleibt das Vorzeichen der Determinante erhalten.
Beweis.  Wir beweisen den unitéren Fall. Der euklidische Fall ist dieselbe Rechnung mit P' statt
PH.

Nach dem Basiswechsel-Lemma gilt

Ac = PHAgP.
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Mit der Produktregel fiir Determinanten folgt
det(Ac) = det (PH) det(Ap) det(P).
Nach dem vorherigen Korollar iiber A7 gilt
det (PH) = det(P).

Also ist

det(Ac) = det(P) det(P) det(Ap) = |det(P)|2 det(Ap).
Da Pinvertierbar ist, ist det(P) # 0. Also ist
det(P)]* > 0.

Multiplikation mit einer positiven reellen Zahl dndert das Vorzeichen nicht. Damit ist die Behaup-
tung bewiesen. O

9.6.2 Diagonale Matrizen

Lemma 9.6.4 (Diagonale Darstellung und positive Definitheit). Seib : C" x C" — C eine
hermitesche Sesquilinearform. Angenommen, die Matrix von b beziiglich einer Basis B ist eine
Diagonalmatrix D. Dann gilt:

b ist positiv definit < D;; >0 fiirallei € {1,...,n} .

Beweis.  Da b hermitesch ist, ist D hermitesch. Fiir eine Diagonalmatrix bedeutet das insbeson-
dere, dass alle Diagonaleintrige d; : = D;; reell sind.
Seinun v € C", und sei

A

Dann gilt

b(v,v) = [VIEDIvlg = > di 1A .
i=1

«: Istv # 0, dann ist mindestens ein A; # 0. Also ist mindestens ein Summand positiv, und alle
anderen Summanden sind nichtnegativ. Somit gilt

b(v,v) > 0.
Also ist b positiv definit.
—: Schreiben wir B = (uy, ..., u,). Dann gilt
d; = b(u;, u;) .
Da y; # 0 ist und b positiv definit ist, folgt d; > 0.

Damit ist die Aquivalenz bewiesen. O
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9.6.3 Das Hurwitz-Kriterium

Definition 9.6.5 (Obere linke Blocke). Sei A = (g;j) € M,(C). Fiir r € {1, ..., n} bezeichnen wir
mit A®) den oberen linken r x r-Block von A:

AW = (ai,j) 1<i,j<r

Theorem 9.6.6 (Hurwitz-Kriterium). Sei A € M,(C) hermitesch. Dann gilt:
A ist hermitesch positiv definit <=  det (A(r)) > 0 firaller € {1,...,n}.

Die Ungleichungen sind sinnvoll, denn jeder obere linke Block einer hermiteschen Matrix ist wieder
hermitesch. Nach Korollar 9.2.10 sind die Determinanten daher reell.

Im reellen Fall gilt analog: Eine symmetrische Matrix A € M,(R) ist genau dann positiv definit,
wenn alle Determinanten ihrer oberen linken Bldcke positiv sind.

Beweis.  Wir beweisen den unitaren Fall. Der euklidische Fall folgt mit derselben Argumentation,
wobei tiberall die hermitesche Konjugation H durch Transponierung T ersetzt wird.
Sei b die zu A gehorige Sesquilinearform auf C", also

b(v,w) = wHAv.
Positive Definitheit impliziert positive Hauptminoren. Angenommen, A ist hermitesch po-
sitiv definit. Dann ist b ein Skalarprodukt auf C". Nach dem Orthonormalisierungsverfahren
gibt es eine Orthonormalbasis beziiglich dieses Skalarprodukts. Beziiglich dieser Basis ist

die Matrix von b die Einheitsmatrix 1,,. Ihre Determinante ist 1 > 0. Nach dem Vorzeichen-
Lemma fiir Basiswechsel folgt daher

det(A) > 0.

Nun seir € {1, ...,n}. Setze
U, := Span(ey, ...,e,) C C".

Die Einschrankung von b auf U, ist wieder ein Skalarprodukt. Beziiglich der Standardbasis
(1, ..., €) von U, ist ihre Matrix genau A"). Mit demselben Argument wie oben folgt

det (A0) > 0.
Also sind alle oberen linken Hauptminoren positiv.

Positive Hauptminoren implizieren positive Definitheit. Nun nehmen wir an, dass
det (A(r)) >0 faraller e{1,...,n}
gilt. Wir zeigen per Induktion tiber n, dass b positiv definit ist.
Induktionsanfang n = 1. Dann ist A = (a) mit a = det(A) > 0. Fir z € C gilt
b(z,z)=zaz=a |z|2 .

Ist z # 0, dann ist a |z|2 > 0. Also ist b positiv definit.
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Induktionsschritt. Seinunn > 1, und nehmen wir die Aussage fiir (n—1)x(n—1)-Matrizen
an. Setze
U := Span(ey,...,€,_1).

Die Matrix der Einschrankung von b auf U beziiglich der Standardbasis von U ist

A=Y,

Ihre oberen linken Blocke sind genau die Matrizen AW fiir r < n. Da A hermitesch ist,
ist auch A®~V hermitesch. Thre oberen linken Blécke sind genau die Matrizen A0
tiir r < n. Nach Induktionsannahme ist die Einschrankung von b auf U positiv definit.
Also ist sie ein Skalarprodukt auf U.

Wir wihlen eine Orthonormalbasis

41> qn—-1

von Ubeziiglich dieses Skalarprodukts. Wir betrachten diese Vektoren nun als Vektoren
in C". Dann gilt

b(q,-,qj) = ¢, firallei,j<n.
Nun definieren wir wie bei Gram-Schmidt

n—1

n =€y — Z b(en. 41)gi-
i=1

Dieser Vektor ist nicht Null. Denn die Summe liegt in U, aber e, ¢ U.

Wir zeigen nun, dass g, zu allen g; mit j < n ,orthogonal® ist.! Fiir j < n gilt

n—1
b(gqn, CIj) =b (en - Z b(en, 41)g;s q;)
i=1
n—1

= ben.q)) — ., blew 4b(q;. q))

i=1
= bley, qj) — ble,, q) = 0.

Da b hermitesch ist, folgt auch

b(gjq,) =0 fiir alle j < n.

Das System
Q= (g1, 4n)

ist eine Basis von C". Denn ¢, ..., g,_1 ist eine Basis von U, und ¢, & U.

Sei D die Matrix von b beziiglich der Basis Q. Nach Konstruktion ist D diagonal.
Genauer gilt
D = diag(1,...,1,d,)

mit
dn = b(qn’ Qn) € R.

'Die Verwendung des Wortes ,,orthogonal® hier ist sogenannte abuse of notation. Formal ist es natiirlich falsch
ein System als orthogonal zu bezeichnen, wenn noch gar nicht geklart ist, ob die zugrundeliegende Sesquilinearform
ein Skalarprodukt ist. An dieser Stelle bedeutet es also einfach nur, dass b(g;,q,) = 0. Abuse of notation tritt in der
Mathematik haufiger auf, wenn es zu umsténdlich wére alles formal korrekt zu formulieren. Dabei ist natiirlich darauf
zu achten, dass es fiir die Zielgruppe dennoch eindeutig verstandlich ist.
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Hier ist diag(ay, ..., a,) die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen ay, ..., a,. Nach dem
Vorzeichen-Lemma fiir Basiswechsel haben D und A Determinanten mit demselben
Vorzeichen. Da det(A) = det (A(")) > 0 gilt, folgt

det(D) > 0.

Weil D diagonal ist, ist
det(D) =1--1-d, =d,.

Also istd, > 0.

Damit sind alle Diagonaleintrige von D positiv. Nach dem Lemma tiber diagonale
Darstellungen ist b positiv definit. Damit ist der Induktionsschritt bewiesen.

Zusammen ergibt das das Hurwitz-Kriterium. O

Leitbeispiel 9.6.7 (Der Tragheitstensor: ist es ein echter Korper?). Fiir den Tragheitstensor
Leitbeispiel 9.1.14 beantwortet das Hurwitz-Kriterium eine handfeste Frage: Gehort eine gegebene
symmetrische Matrix iiberhaupt zu einem echten dreidimensionalen Korper, kostet also jede
Drehung positive Energie? Man muss dafiir nicht alle Richtungen « durchprobieren; es geniigt,
die drei oberen linken Hauptminoren anzusehen. Fiir

2 -1 0
I={-1 2 0
0 0 2

sind das

det (I0) = 2> 0, det(I(z)):det(zl _21>=3>o, det (I®)) = det() = 6> 0.

Alle drei sind positiv, also ist I positiv definit: Jede Drehung kostet Energie, der Korper ist genuin
dreidimensional.

Der obere 2 x 2-Block ist iibrigens ein alter Bekannter: die Pendelmatrix K aus Leitbeispiel 8.1.4
— sein Hauptminor 3 ist genau det K. Und wie beim Pendel die Feder, so verrat hier der Eintrag
—1 auBBerhalb der Diagonale eine Kopplung: Fiir © = (@y, @), 0) ist

T(w) = % (Zw,zc + 20)}2, -2 a)xa)y) ,

und der gemischte Term —2wyw), bedeutet: Die Drehungen um die x- und die y-Achse sind
energetisch gekoppelt — unsere Koordinatenachsen sind nicht die Hauptachsen des Korpers.
Diese Kopplung werden wir mit der Hauptachsentransformation beseitigen.

9.7 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen

Wir arbeiten in diesem Abschnitt immer in einem endlich-dimensionalen euklidischen oder
unitiren Vektorraum. Das Skalarprodukt wird dabei einmal gew#hlt und dann festgesetzt. Alle
vorkommenden Begriffe wie

»adjungiert®, ,selbstadjungiert®, ,orthogonal® und ,orthonormal®

beziehen sich auf dieses fest gewahlte Skalarprodukt. Im unitiren Fall verwenden wir weiterhin
die Konvention, dass das Skalarprodukt im ersten Argument linear und im zweiten Argument
antilinear ist. Wenn stiarkere Voraussetzungen notwendig sind, weisen wir ausdriicklich darauf
hin.
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9.7.1 Isometrien und Standardriume

Definition 9.7.1 (Isometrie). Seien V und W zwei euklidische oder zwei unitiare Vektorraume.
Eine lineare Abbildung
F:V->W

heifit eine Isometrie, wenn fiir alle v, w € V gilt

(F(v), F(w)) = (v, w).
Ist F zusatzlich bijektiv, dann heif3t F ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 9.7.2. Eine Isometrie erhalt insbesondere Normen, denn

IFW)I? = (F(v), F)) = (v, v) = |v*.

Umgekehrt folgt mit Korollar 9.4.7 die Erhaltung des Skalarprodukts aus der Erhaltung der
Normen.

Bemerkung 9.7.3. Wegen Bemerkung 9.4.5 muss man in Definition 9.7.1 nicht Gberpriifen, ob F
eine lineare Abbildung ist, es folgt aus der Erhaltung des Skalarprodukts.

Theorem 9.7.4 (Alle Riume haben Geometrie wie Standardraume). Jeder n-dimensionale euklidi-
sche Vektorraum ist isometrisch isomorph zuR" mit dem Standardskalarprodukt. Jedern-dimensionale
unitdre Vektorraum ist isometrisch isomorph zu C" mit dem Standardskalarprodukt.

Beweis.  Wir schreiben den Beweis gleichzeitig fiir beide Félle. Im euklidischen Fall ist k = R,
im unitdren Fall ist k = C. Nach Gram-Schmidt gibt es eine Orthonormalbasis

(v, w)

von V. Sei (ey, ..., e,) die Standardbasis von k". Nach linearer Fortsetzung gibt es genau eine lineare
Abbildung
F:V k"
mit
F(v)=¢ furalleie{l,...,n}.
Die Abbildung Fist surjektiv, denn die Standardbasis (ey, ..., €,) liegt im Bild. Da V und k" beide

Dimension n haben, ist F nach Lemma 6.4.3 ein Isomorphismus. Es bleibt zu zeigen, dass F das
Skalarprodukt erhalt. Seien

n n
v = Z Avi und w= Z LV
i=1 i=1

Dann ist

n n
F(v) = Z Ae und  F(w) = Z e
i= i=1

i=1
Da beide Basen orthonormal sind, gilt in beiden Rdumen

(v,w) = Y A = (F(v), F(w)).
i=1

Im reellen Fall ist die komplexe Konjugation hier natiirlich wirkungslos. Also ist Fein isometrischer
Isomorphismus. O
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9.7.2 Adjungierte und selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 9.7.5 (Adjungierter Endomorphismus). Sei V ein euklidischer oder unitéarer Vektor-
raum, und sei F : V — Vein Endomorphismus. Ein Endomorphismus F* : V — Vheifit adjungiert
zu F, wenn fiir alle v, w € Vgilt

(F(v),w) = (v, F*(w)).

Bemerkung 9.7.6. In endlich-dimensionalen euklidischen und unitdren Vektorraumen existiert
ein solcher adjungierter Endomorphismus und ist eindeutig.

Lemma 9.7.7 (Adjungieren ist involutiv). SeiV ein endlich-dimensionaler unitdrer Vektorraum,
und sei F : V — V ein Endomorphismus. Dann gilt

(F*)* =F.

Beweis.  Wir zeigen, dass F der adjungierte Endomorphismus zu F* ist. Dann folgt die Behaup-
tung aus der Eindeutigkeit des adjungierten Endomorphismus.
Seien also v, w € V. Aus der Definition von F* erhalten wir zunichst

(F(w),v) = (w, F*(v)).
Wir konjugieren beide Seiten. Wegen der hermiteschen Symmetrie des Skalarprodukts folgt
(v, F(w)) = (F*(v), w).

Also gilt fir allev,w € V
(F*(v), w) = (v, F(w)).

Das heifit genau: Fist adjungiert zu F*. Somit ist

(F*)* = F.

Wir brauchen hier vor allem die folgende Spezialbedingung.

Definition 9.7.8 (Selbstadjungierter Endomorphismus). Sei V ein euklidischer oder unitérer
Vektorraum, und sei F : V — Vein Endomorphismus. Dann heif3t F selbstadjungiert, wenn fiir
alle v,w € Vgilt

(F(v), w) = (v, F(w)).

Bemerkung 9.7.9. Das bedeutet: Fist sein eigener adjungierter Endomorphismus, also F = F*.

Lemma 9.7.10 (Selbstadjungiertheit und Matrixsymmetrie).

1. Sei aufR" das Standardskalarprodukt gewdhlt, und sei A € M,(R). Dann gilt:

L, ist selbstadjungiert < AT = A.

2. Sei auf C" das Standardskalarprodukt gewdhlt, und sei A € M,(C). Dann gilt:

L ist selbstadjungiert < AH= A
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Bemerkung 9.7.11. Spiter sehen wir in Lemma 9.8.3, dass fiir Orthonormalbasen B gilt, dass
Mpp(T*) = Mp p(D".

Im euklidischen Fall kann man das H natiirlich durch ein T ersetzen.
Also gilt allgemein fiir jede Orthonormalbasis B:

Tist selbstadjungiert <« Mg g(T)" = Mg _p5(T).

Beweis. ~ Wir beweisen den unitiren Fall. Der euklidische Fall ist dieselbe Rechnung ohne kom-
plexe Konjugation, also mit AT statt AX. Fiir v, w € C" gilt beziiglich des Standardskalarprodukts

(v, Ly(w)) = (Aw)ly = wHAHy

und
(Ls(v), w) = wHAv.

Ist A = A, dann sind diese beiden Ausdriicke fiir alle v, w gleich. Also ist L 4 selbstadjungiert. Sei
umgekehrt L4 selbstadjungiert. Dann gilt fur alle v,w € C"

whAv = wlAHy,
Also definieren A und A" dieselbe Sesquilinearform
(v, w) > wHAv = wHAH,,
Nach der Eindeutigkeit der darstellenden Matrix folgt
A=Al

Diese Eindeutigkeit sieht man auch direkt, indem man v = ¢; und w = ¢; einsetzt. Dann liest man
den (i, j)-ten Matrixeintrag ab. O

Lemma 9.7.12 (Eigenwerte und Eigenvektoren selbstadjungierter Endomorphismen). SeiV ein
euklidischer oder unitdrer Vektorraum, und sei F : V — V selbstadjungiert. Dann gelten:

1. Jeder Eigenwert von F ist reell.
2. Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

Beweis.  Seien u, v Eigenvektoren von F zu Eigenwerten A und p. Also gilt
F(u)=Au und F(v) = pv.
Dann rechnen wir
Mu,v) = (Au,v) = (F(w),v) = (u, F(v)) = (u, pv) = iu, v).

Also gilt
(A=) ) = 0.

Setzen wir nun 4 = vund A = p, dann erhalten wir

(A —i) (u,u) = 0.
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Da u ein Eigenvektor ist, gilt u # 0, also (u, u) > 0. Damit folgt
A=A

Also ist A € R. Im euklidischen Fall war das ohnehin klar, weil die Skalare reell sind. Seien nun u
und v Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten A # p. Nach dem ersten Teil sind beide
Eigenwerte reell. Also ist

A-—p=A—-p=0.

Aus
(A= (uwv) =0
folgt daher
(u,v) = 0.
Also sind u und v orthogonal. O

Bemerkung 9.7.13 (Warum Physikerinnen und Physiker das mégen). In der Quantenmecha-
nik werden mogliche Messergebnisse durch Eigenwerte geeigneter Operatoren beschrieben.
Dass selbstadjungierte Operatoren nur reelle Eigenwerte haben, ist daher nicht blof3 ein nettes
Rechenphinomen. Es passt dazu, dass Messergebnisse reelle Zahlen sein sollen. In der endlich-
dimensionalen linearen Algebra sehen wir hier die algebraische Grundform dieses Prinzips.

Definition 9.7.14. Eine orthonormale Basis aus Eigenvektoren (eines gegebenen Endomorphis-
mus F) heifit (F-)ON-Eigenbasis.

Theorem 9.7.15 (Diagonalisierbar und selbstadjungiert liefert ON-Eigenbasis). Sei F : V —» V
selbstadjungiert. Ist F diagonalisierbar, dann besitzt V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von
F.

Beweis.  Da Fdiagonalisierbar ist, ist, nach Theorem 8.3.11, Vdie direkte Summe der Eigenrdume:
V=E, & ®E,.

Nach dem vorherigen Lemma sind verschiedene Eigenraume orthogonal zueinander. Auf jedem
Eigenraum E; wéihlen wir irgendeine Basis und wenden Gram-Schmidt an. So erhalten wir
eine Orthonormalbasis von E A Gram-Schmidt zerstort die Eigenschaft, im Eigenraum zu liegen,
nicht: Es werden nur Linearkombinationen von Vektoren aus demselben Eigenraum gebildet. Die
Vereinigung dieser Orthonormalbasen iiber alle Eigenraume ist daher ein orthonormales System.
Sie erzeugt ganz V, weil die Eigenrdume zusammen V erzeugen. Also ist sie eine Orthonormalbasis
von V, und alle ihre Vektoren sind Eigenvektoren. O

Algorithmus 9.7.16 (ON-Eigenbasis im diagonalisierbaren selbstadjungierten Fall). Angenom-
men, F ist selbstadjungiert und diagonalisierbar. Eine ON-Eigenbasis erhdlt man so:

1. Bestimme die Eigenwerte von F.

2. Bestimme zu jedem Eigenwert A den Eigenraum

E; = Kern(F — A1d).

3. Wihle in jedem Eigenraum irgendeine Basis.

4. Wende Gram-Schmidt getrennt auf jede dieser Basen an. So erhdltst du in jedem Eigenraum
eine ONB.

5. Setze diese ONBs zusammen. Da verschiedene Eigenrdume orthogonal sind, ist das Ergebnis
eine ON-Eigenbasis von V.
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9.7.3 Existenz von Eigenwerten

Theorem 9.7.17 (Fundamentalsatz der Algebra). Sei p € C[X] ein nicht-konstantes Polynom.

Betrachtet man p als Funktion
fpiCoC 2o p)

dann besitzt f, mindestens eine Nullstelle. Das heifSt: Es gibt ein A € C mit

p(A) = 0.

Bemerkung 9.7.18. Wir beweisen den Fundamentalsatz der Algebra hier nicht. Ein Beweis be-
nutzt typischerweise Analysis, zum Beispiel Methoden der komplexen Funktionen und komplexer
Differenzierbarkeit. Fiir den Spektralsatz verwenden wir den Satz als externes Werkzeug.

Lemma 9.7.19 (Selbstadjungierte Endomorphismen haben Eigenwerte). SeiV ein endlich-dimensionaler
euklidischer oder unitdrer Vektorraum mit dim(V) > 0, und sei F : V — V selbstadjungiert. Dann
besitzt F mindestens einen Eigenwert. Dieser Eigenwert ist notwendig reell.

Beweis.  Wir unterscheiden den unitaren und den euklidischen Fall.

Unitarer Fall. Hier brauchen wir die Selbstadjungiertheit zunéchst gar nicht. Das charakteris-
tische Polynom von Fist ein nicht-konstantes Polynom iiber C. Es ist nicht-konstant, da
wir wissen, dass der Grad des Polynoms genau die Dimension des Raumes ist und es gilt
dim(V) > 0. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt es eine Nullstelle A € C. Da
wir iiber dem Korper C arbeiten, ist A nach dem bereits bewiesenen Eigenwertkriterium
tatsdchlich ein Eigenwert von F. Weil F selbstadjungiert ist, ist dieser Eigenwert nach dem
vorherigen Lemma reell.

Euklidischer Fall. Wir wihlen eine Orthonormalbasis von V. Beziiglich dieser Basis identifizie-
ren wir Visometrisch mit R” mit dem Standardskalarprodukt. Die Matrix von F beziiglich
dieser ONB sei A € M,(R). Da F selbstadjungiert ist, ist A symmetrisch. Nun betrachten
wir dieselbe Matrix A, aber als komplexe Matrix. Sie definiert eine C-lineare Abbildung

Fe : C"—>C", =z~ Az

Diese Abbildung ist die eindeutige komplexe Fortsetzung von F: Auf dem eingebetteten
R* C C" stimmt sie mit F iiberein. Das charakteristische Polynom von F¢ ist dasselbe
Polynom wie das charakteristische Polynom von A iiber R. Denn in beiden Féllen ist es
durch dieselbe Leibnizformel (die ja fiir alle Korper gilt)

n
det(X1, — A) = Z signum(o) H (X o Aw(i)) .
oES, i=1

gegeben, mit denselben reellen Koeffizienten. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
besitzt dieses Polynom eine komplexe Nullstelle 1 € C. Uber C ist diese Nullstelle ein
Eigenwert von F¢. Da A reell symmetrisch ist, gilt als komplexe Matrix

AP = A,

Also ist F¢ selbstadjungiert beziiglich des Standardskalarprodukts auf C". Nach dem vorhe-
rigen Lemma ist jeder Eigenwert von Fg reell. Also gilt

AeR
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Damit ist A eine reelle Nullstelle von det(X1, — A). Also gilt
det(A1,— A) =0

als Gleichung tiber R. Nach dem Eigenwertkriterium tiber R ist A ein Eigenwert der ur-
spriinglichen reellen Abbildung. O

Bemerkung 9.7.20 (Warum der Umweg iiber C" nétig ist). Der schnelle Slogan lautet: Das
charakteristische Polynom hat iiber C eine Nullstelle, und bei selbstadjungierten Matrizen muss
diese Nullstelle reell sein. Dieser Slogan ist richtig, aber er versteckt einen wichtigen Punkt. Das
Kriterium

Aist Eigenwert <«  det(11,—A) =0

setzt voraus, dass A im zugrunde liegenden Korper liegt. Fir eine reelle Matrix ist eine komplexe
Nullstelle des charakteristischen Polynoms also im Allgemeinen kein Eigenwert der reellen
Abbildung. Ein reeller Endomorphismus darf ja keine komplexen Vielfachen seiner Vektoren
verwenden. Darum konstruieren wir im euklidischen Fall zuerst die komplexe Fortsetzung Fe.
Fiir diese komplexe Abbildung ist die komplexe Nullstelle wirklich ein Eigenwert. Dann nutzen
wir die Selbstadjungiertheit, um zu zeigen, dass dieser Eigenwert sogar reell ist. Erst dann diirfen
wir wieder zur urspriinglichen reellen Abbildung zuriickkehren.

9.7.4 Invariante Unterraume

Definition 9.7.21 (Invarianter Unterraum). Sei V ein Vektorraum, und sei F : V — Vein
Endomorphismus. Ein Untervektorraum U C V heifit F-invariant, wenn

FU)CU
gilt. Das heif3t: Fiir jedes u € Uliegt auch F(u) wieder in U.

Bemerkung 9.7.22 (Warum Invarianz hilft). Ist U C Vinvariant, dann kann man F auf U ein-
schranken. Man erhalt also einen Endomorphismus

Fly : U —>U.
Sind sogar zwei Unterrdume U, W C Vinvariant und gilt
V=UeWw,

dann zerfallt die Untersuchung von Fin zwei kleinere Untersuchungen: auf U und auf W. In einer
Basis, die zuerst aus einer Basis von U und dann aus einer Basis von W besteht, hat die Matrix von
FBlockdiagonalgestalt. Das ist der lineare Algebra-Modus von: ,Ein grofies Problem in kleinere
Probleme zerlegen.”

Lemma 9.7.23 (Orthogonale Komplemente invariant). Sei F : V — V selbstadjungiert, und sei
U C V ein F-invarianter Unterraum. Dann ist auch das orthogonale Komplement

UJ_

F-invariant.

311



Beweis.  Seiv € Ut. Wir miissen zeigen, dass F(v) € U~ gilt. Sei also u € U. Dann gilt
(F(v), u) = (v, F(w)).
Da Uinvariant ist, liegt F(u) wieder in U. Da v € U™ ist, folgt
(v, F(w)) = 0.

Also gilt
(F(v),u) =0

fiir alle u € U. Damit liegt F(v) in U™, O

9.7.5 Der Spektralsatz

Theorem 9.7.24 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen). SeiV ein endlich-dimensionaler
euklidischer oder unitdrer Vektorraum, und sei F : V — V selbstadjungiert. Dann besitzt V eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F. Insbesondere ist F diagonalisierbar.

Beweis.  Wir geben den Beweis als iteratives Verfahren. Formal ist das eine Induktion iiber die
Dimension. Setze zunichst
WO =V.

Falls W, = {0} ist, ist nichts zu zeigen. Andernfalls besitzt Fl, = Fnach Lemma 9.7.19 einen
Eigenwert. Sei A; ein solcher Eigenwert, und sei

U; :=Kern(F — A, 1d)
der zugehorige Eigenraum. Dann ist U; # {0}, und U; ist F-invariant. Setze
Wy :=Ui.
Nach der orthogonalen Zerlegung gilt
Wy =U; & Wy.

Nach Lemma 9.7.23 ist W; wieder F-invariant. Falls es Eigenvektoren zu anderen Eigenwer-
ten gibt, liegen sie automatisch in W;. Das folgt aus der Orthogonalitit von Eigenvektoren zu
unterschiedlichen Eigenwerten. Wir haben also den ersten Eigenraum abgespalten, ohne die
anderen Eigenrichtungen zu beschadigen. Nun wiederholen wir dasselbe Argument auf W;. Nach
Korollar 3.3.28 reduziert sich die Dimension dabei um dim(U; ), denn es gilt

Die Einschrankung
Fly, : Wy »> W

ist wieder selbstadjungiert beziiglich des eingeschriankten Skalarprodukts, denn fiir v, w € W gilt
(Flw,(v), w) = (F(v), w) = (v, F(w)) = (v, Flyy,(w)).

Wenn W, # {0} ist, besitzt diese Einschrankung also wieder einen Eigenwert.
Wir erhalten einen Eigenraum U, € W; und das orthogonale Komplement

W, :=U;" innerhalb von W;.
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Dann gilt
Wl = U2 @ Wz.

So fahren wir fort. In jedem Schritt ist U; # {0}, also gilt
dim(W;) = dim(W;_;) — dim(U;) < dim(W;_,).
Die Dimension wird also in jedem Schritt echt kleiner. Irgendwann muss daher
W, = {0}

gelten. Negativ kann eine Dimension nicht werden. Zusammengesetzt erhalten wir eine orthogo-
nale direkte Summe
V:Ul EBUZGBGBUm

Jeder Raum U; besteht aus Eigenvektoren von F zu einem Eigenwert ;. Aulerdem ist
dim(V) = dim(U;) + -+ + dim(Up,,).

Die Summe der Dimensionen der gefundenen Eigenrdume ist also die ganze Dimension von
V. Das ist genau die Diagonalisierbarkeit. Wéahlen wir nun in jedem U; eine ONB, dann ist die
Vereinigung dieser Basen eine ONB von V. Da alle Vektoren in den U; Eigenvektoren von F sind,
erhalten wir eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. O

Bemerkung 9.7.25 (Was der Spektralsatz sagt). Der Spektralsatz ist stark. Er sagt: Sobald ein
Endomorphismus selbstadjungiert ist, gibt es nicht nur genug Eigenvektoren, sondern sogar
eine orthonormale Eigenbasis. In Matrixsprache heifit das: Eine reelle symmetrische Matrix
ist automatisch diagonalisierbar. Nicht ,vielleicht nach Glick®, nicht ,wenn die Eigenwerte
verschieden sind®, sondern immer. Das ist erstaunlich und sehr niitzlich. Uber C muss man
allerdings vorsichtig sein. Die richtige Bedingung ist nicht A™ = A, sondern

Al = A
Komplexe Hermiteschheit ist die Matrixform von Selbstadjungiertheit beziiglich des unitiren
Standardskalarprodukts.
9.7.6 Die Hauptachsentransformation

Bemerkung 9.7.26 (Orthogonale und unitare Basiswechselmatrizen). Sei A € M,(R) symme-
trisch, und seien sy, ..., s, eine ONB aus Eigenvektoren. Setzen wir diese Vektoren als Spalten in
eine Matrix

| |

S=1s - s,
| |

dann ist S orthogonal. Also gilt
St=sT.

Die Diagonalisierung hat daher die besonders einfache Form
STAS =D.
Im komplexen Fall ist S unitér, also

st=sH
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und die Diagonalisierung lautet
SPAS = D.

Die Diagonaleintrage von D sind die Eigenwerte, also im selbstadjungierten Fall reell. Im reellen
Fall kann man die Determinante von S auf 1 bringen, indem man das Vorzeichen eines Eigenvektors
andert. Dann liegt S sogar in SO(n). Im komplexen Fall kann man eine Spalte mit einer komplexen
Zahl vom Betrag 1 multiplizieren, um die Determinante auf 1 zu bringen. Dann liegt S sogar in
SU(n). Die Diagonalgestalt andert sich dabei nicht.

Korollar 9.7.27 (Hauptachsentransformation). Die folgenden Resultate gelten fiir symmetrische
bzw. hermitesche Matrizen im R" bzw. C". Das heifit fiir selbstadjungierte Operatoren bzgl. des
Standardskalarprodukts.

1. Ist A € M,(R) symmetrisch, dann gibt es ein S € SO(n), so dass
STAS
Diagonalgestalt hat.

2. Ist A € My,(C) hermitesch, dann gibt es ein S € SU(n), so dass
SHAS
eine reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis.  Wir beweisen beide Aussagen gleichzeitig. Im reellen Fall verwenden wir das Standard-
skalarprodukt auf R”, im komplexen Fall das Standardskalarprodukt auf C". Ist A symmetrisch
beziehungsweise hermitesch, dann ist L 4 nach dem Lemma tiber selbstadjungierte Matrizen selbst-
adjungiert. Nach dem Spektralsatz gibt es eine ONB aus Eigenvektoren von L 4. Wir schreiben
diese Eigenvektoren als Spalten in eine Matrix S. Im reellen Fall ist S € O(n), und im komplexen
Fall ist S € U(n). Bezuglich der Eigenbasis ist die Matrix von L4 diagonal. Daher gilt im reellen
Fall ST = $~! und damit
STAS=D.

Im komplexen Fall gilt $¥ = $7! und damit
SHAS =D.

In beiden Féllen ist D diagonal. Die Diagonaleintrage sind die Eigenwerte von L 4. Diese sind nach
dem Eigenwert-Lemma reell. Es bleibt nur die Zusatzbedingung an die Determinante. Im reellen
Fall gilt fiir S € O(n)

det(S) = 1.

Falls det(S) = —1 ist, multiplizieren wir eine Spalte von S mit —1. Das dndert weder die Orthonor-
malitat noch die Eigenschaft, Eigenvektor zu sein. Es dndert auch die Diagonalmatrix D nicht.
Danach gilt S € SO(n). Im komplexen Fall gilt fiir S € U(n)

|det(S)| = 1.

Multiplizieren wir eine Spalte von S mit det(S)™!, dann bleibt diese Spalte normiert, bleibt Eigen-
vektor, und die Determinante der neuen Matrix wird 1. Auch hier &ndert sich die Diagonalmatrix
D nicht. Also kénnen wir S € SU(n) erreichen. O
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Bemerkung 9.7.28. Die Hauptachsentransformation ist also kein neues Wunder zusétzlich
zum Spektralsatz. Sie ist der Spektralsatz in Matrixsprache, mit der Zusatzinformation, dass die
Basiswechselmatrix wegen der Orthonormalitit orthogonal beziehungsweise unitar gewahlt
werden kann.

Leitbeispiel 9.7.29 (Der Tragheitstensor: die Hauptachsentransformation). Jetzt der Hohepunkt
fur unseren Korper Leitbeispiel 9.1.14. Der Tragheitstensor

2 -1 0
I={-1 2 0
0 0 2

ist symmetrisch, also selbstadjungiert beziiglich des Standardskalarprodukts. Nach dem Spektral-
satz gibt es daher eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Und wir miissen sie nicht einmal
neu ausrechnen: Der Block oben links ist unsere Pendelmatrix K aus Leitbeispiel 8.1.4! Deren
Eigenvektoren kennen wir seit dem Eigenwertkapitel — Gleichtakt (1, 1) zum Eigenwert 1 und
Gegentakt (1, —1) zum Eigenwert 3. In die xy-Ebene gelegt und normiert sind sie (zusammen mit
der unberiihrten z-Achse) genau die gesuchten Hauptachsen:

&
I
Sl
—
[{71)
|
(=]
U‘?
|
Sl
|
—

/11=1, A2=2, /13=3.

Setzt man diese Vektoren als Spalten in

1 0 1
s=L1l1 0o -1]e5003),
0 J2 0
so wird
1 00
STIS=(0 2 0
0 0 3

Das ist die Hauptachsentransformation: Die neuen Achsen sind die beiden Diagonalen der xy-
Ebene und die alte z-Achse. Das Koordinatensystem wird also um 45° um die z-Achse gedreht
— und die Achsen werden passend umnummeriert, damit die Haupttragheitsmomente geordnet
erscheinen. Im Hauptachsensystem des Korpers verschwindet die stérende Kopplung —1.

Und jetzt zahlen sich die beiden Rollen der Matrix I aus. Weil S orthogonal ist, ist ST IS zugleich

« die Diagonalisierung des Operators I, denn ST =51 also STIS = SIS, und

« die Diagonalgestalt der Energieform (-,-), deren Matrix sich bei einem Basiswechsel gerade
als STIS transformiert.

In Hauptachsenkoordinaten w = (w;, wy, w3) entkoppelt die Rotationsenergie vollstandig:
T(w) = % (/llwf + Azco% + /13w32,) .

Das ist dieselbe entkoppelte Gestalt wie bei den zwei gekoppelten Pendeln: Diagonalisieren heif3t,
Koordinaten zu finden, in denen das System in unabhéngige Achsen zerfillt.

315



9.7.7 Hauptachsentransformation und Skalarprodukte

In den letzten Abschnitten sind zwei verschiedene Arten von Basiswechseln aufgetreten. Bei
linearen Abbildungen wechselt man die Beschreibung eines Endomorphismus. Bei Sesquilinear-
formen wechselt man die Beschreibung einer Form. Diese beiden Situationen sind nicht dasselbe.
Gerade bei orthonormalen Basiswechseln sehen die Formeln aber plétzlich gleich aus. Das ist der
Grund, warum die Hauptachsentransformation so elegant formuliert werden kann.

Bemerkung 9.7.30 (Zwei Basiswechsel, zwei Bedeutungen). Sei zunichst F : V — Vein
Endomorphismus, und seien B und C zwei Basen von V. Schreiben wir

P := Mp. c(1d),
dann gilt
[x]p = Plx]c.
Sind Mg und M die Matrizen von F beziiglich B und C, dann gilt
M¢ = P~ MgP.

Das ist ein Basiswechsel fiir eine lineare Abbildung.
Ist dagegen b : V xV — C eine Sesquilinearform, und sind Ag und A die Matrizen von b
beziiglich B und C, dann gilt
Ac = PHARP.
Das ist ein Basiswechsel fiir eine Sesquilinearform. Die Formel ist anders: Es steht nicht P! links,
sondern PH.

Lemma 9.7.31 (Warum die Formeln bei ON-Basiswechseln zusammenfallen). SeiV ein euklidischer
oder unitdrer Vektorraum, und seien B und C zwei Orthonormalbasen. Sei

P = MBHC(Id)
Dann ist P orthogonal im euklidischen Fall und unitdr im unitdren Fall. Insbesondere gilt
P~ ' =PT  im euklidischen Fall

und
Pt = PH  im unitiren Fall.

Daher haben der Endomorphismen-Basiswechsel und der Form-Basiswechsel bei ON-Basiswechseln
dieselbe sichtbare Form. Im euklidischen Fall ist

P IMP =PTMP,

und im unitdren Fall ist
P~IMP = PHMP.

Beweis.  Die Spalten von P sind die Koordinaten der Vektoren aus C beziiglich der ONB B. Da C
selbst eine ONB ist, bilden diese Spalten im Standardraum wieder eine ONB. Nach der Charakteri-
sierung orthogonaler beziehungsweise unitarer Matrizen ist P daher orthogonal beziehungsweise
unitir. Also gilt im euklidischen Fall PTP = 1,, und im unitiren Fall PHP = 1,,. Das ist dquivalent
zu

P~' = PT beziehungsweise P! = PH

316



Bemerkung 9.7.32 (Was die Hauptachsentransformation gleichzeitig tut). Sei A € M,(C) hermi-
tesch, also A" = A. Dann definiert A einerseits einen selbstadjungierten Endomorphismus

Ly :C"—>C", v Av.
Andererseits definiert A eine hermitesche Sesquilinearform
ba(v,w) = (La(v), w) = wHAv.

Wihlt man nun nach dem Spektralsatz eine ONB aus Eigenvektoren von L4, und ist S die Matrix,
deren Spalten diese ONB sind, dann ist S unitar. Also gilt

st =sH
Fiir den Endomorphismus gilt daher
ST1AS = SHAS = D,

wobei D eine reelle Diagonalmatrix ist.
Dieselbe Matrix STAS ist aber zugleich die Basiswechselmatrix der Sesquilinearform b4 in die
neue Basis. Die Hauptachsentransformation diagonalisiert also gleichzeitig

1. den selbstadjungierten Endomorphismus L 4 durch einen ON-Basiswechsel,
2. und die hermitesche Sesquilinearform b4 durch denselben Basiswechsel.

Dass dieselbe Formel erscheint, liegt nicht daran, dass Endomorphismen und Formen dasselbe
wiren. Es liegt daran, dass die Basiswechselmatrix unitér ist.

Bemerkung 9.7.33 (Jedes Skalarprodukt ist als Form diagonalisierbar). Sei b ein Skalarprodukt
auf C", und sei A seine Matrix beziglich der Standardbasis. Dann ist A hermitesch und positiv
definit. Wendet man Gram-Schmidt beziiglich des Skalarprodukts b auf die Standardbasis an,
erhilt man eine b-Orthonormalbasis (gy, ..., g,). Ist P die Matrix mit Spalten gy, ..., g,, dann gilt

PHAP =1,

Also ist jedes Skalarprodukt durch einen Basiswechsel der Sesquilinearform sogar auf die Ein-
heitsmatrix bringbar. Insbesondere ist jedes Skalarprodukt als hermitesche Form diagonalisierbar.
Im reellen Fall gilt dieselbe Aussage mit PT AP = 1,,.

Bemerkung 9.7.34 (Warum das kein alternativer Spektralsatz-Beweis ist). Die letzte Bemerkung
ist sehr nitzlich, aber sie beweist nicht den Spektralsatz fiir positiv definite selbstadjungierte
Matrizen. Der Grund ist die Art des Basiswechsels.
Aus einer b4-ONB folgt
PHAP =1,

Das ist eine Kongruenztransformation der Form b 4. Fiir die Matrix des Endomorphismus L4
brauchte man aber
P71AP.

Diese beiden Ausdriicke sind nur dann gleich, wenn P beziiglich des urspriinglichen Standard-
skalarprodukts unitir ist, also wenn P~! = PH gilt. Eine b,-ONB ist aber im Allgemeinen keine
Standard-ONB. Ihre Spalten erfiillen

q'Ag; = 5,
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nicht notwendig
q'q = 5y
Daher ist Pim Allgemeinen nicht unitar.

Kurz gesagt: Gram-Schmidt beziiglich b4 diagonalisiert die Form. Der Spektralsatz diagona-
lisiert den selbstadjungierten Endomorphismus durch eine ONB beziiglich des fest gewahlten
urspriinglichen Skalarprodukts. Das sind verschiedene Aussagen. Sie beriihren sich genau dann
in derselben Formel, wenn der Basiswechsel orthogonal beziehungsweise unitér ist.

Korollar 9.7.35 (Positive Definitheit und Eigenwerte). Sei A € M,(R) symmetrisch oder A €
M, (C) hermitesch. Dann sind dquivalent:
1. A ist positiv definit, das heifst
viAv >0 fiir allev # 0.
Im reellen Fall steht hier entsprechend v’ Av > 0.

2. Alle Eigenwerte von A sind positiv.
Beweis.  Nach dem Spektralsatz gibt es im unitéiren Fall eine Matrix S € U(n) mit
SHAS = D,
und im euklidischen Fall eine Matrix S € O(n) mit
STAS =D.

Dabei ist D jeweils eine reelle Diagonalmatrix. Ihre Diagonaleintrage sind die Eigenwerte von A.
Sei zunéchst A positiv definit. Ist ¢; ein Eigenvektor zum Eigenwert A; mit |g;|| = 1, dann gilt

0 < gfAq = qf'hig; = higflgi = M.

Also ist jeder Eigenwert positiv.

Seien nun umgekehrt alle Eigenwerte positiv. Sei v # 0. Im unitiren Fall setzen wir x := Sy,
im euklidischen Fall setzen wir x := STv. Da S unitir beziehungsweise orthogonal ist, ist x # 0.
Dann gilt im unitiren Fall

n
Ay = xHDx = Z A |xl-|2 .
i=1
Im euklidischen Fall gilt dieselbe Rechnung mit transponierten statt hermitesch transponierten
Vektoren. Da mindestens ein x; # 0 ist und alle A; > 0 sind, ist diese Summe positiv. Also ist A
positiv definit. O

9.8 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Wir betrachten nun eine Erweiterung des Spektralsatzes. In diesem Abschnitt arbeiten wir aus-
schlief3lich in endlich-dimensionalen unitiren Vektorraumen. Das Skalarprodukt ist fest gew#hlt.
Insbesondere beziehen sich die Begriffe

sadjungiert®, ,orthogonal“ und ,,orthonormal®

immer auf dieses Skalarprodukt.

Der euklidische Fall steht hier bewusst nicht im Mittelpunkt. Uber R sind normale Endomor-
phismen im Allgemeinen nicht orthogonal diagonalisierbar. Eine Drehung der Ebene ist zum
Beispiel normal, hat aber iiber R im Allgemeinen keine Eigenwerte. Uber C ist die Lage sauberer:
Normale Endomorphismen sind genau die Endomorphismen, die durch eine Orthonormalbasis
diagonalisiert werden kénnen.
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9.8.1 Normale Endomorphismen

Definition 9.8.1 (Normaler Endomorphismus). Sei V ein unitarer Vektorraum, undsei F : V. — V
ein Endomorphismus. Dann heifit F normal, wenn F mit seinem adjungierten Endomorphismus
(Definition 9.7.5) kommutiert, das heifit, wenn

F*F = FF*
gilt.

Bemerkung 9.8.2. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus ist normal. Denn aus F = F* folgt

sofort
F*F = F? = FF*.

Normale Endomorphismen sind also eine Verallgemeinerung selbstadjungierter Endomorphismen.
Der Preis ist: Die Eigenwerte miissen nicht mehr reell sein.
9.8.2 Adjungierte und Matrizen in Orthonormalbasen

Lemma 9.8.3 (Matrix des adjungierten Endomorphismus). SeiV ein endlich-dimensionaler unitdrer
Vektorraum, sei F : V. — V ein Endomorphismus, und sei B eine Orthonormalbasis von V. Setze

A ZZMB<_B(F) und C := MB<—B(F*)'

Dann gilt
C=Al

Beweis.  Seien v,w € V. Da B eine Orthonormalbasis ist, wird das Skalarprodukt in Koordinaten
durch das Standardskalarprodukt beschrieben:

(v, w) = [wlF[v]p.

Wir berechnen beide Seiten der Adjungiertheitsbedingung. Einerseits gilt
(F(), w) = [WIFA[v]5.

Andererseits gilt
(v, F*(w)) = [Clw]p]"[v]p = [WIFCT[v]p.

Da F* adjungiert zu Fist, sind diese beiden Ausdriicke fiir alle v, w € V gleich. Also gilt
[wlFA[v]p = [wIFCT[v]p

fur alle Koordinatenvektoren [v]g, [w]g € C". Nach der Eindeutigkeit der darstellenden Matrix
folgt
A=CH

Also gilt C = Af, O

Bemerkung 9.8.4 (Warum hier Orthonormalbasen stehen). Die Aussage des Lemmas gilt im
Allgemeinen nicht fiir beliebige Basen. In einer beliebigen Basis (cy, ..., ¢,) muss zusatzlich die
sogenannte Gram-Matrix des Skalarprodukts beriicksichtigt werden. Diese ist die Matrix die an
Stelle (i, j) den Eintrag (c;, ¢;) hat. Fiir Orthonormalbasen ist diese Gram-Matrix die Einheitsmatrix.
Genau deshalb ist fiir den Spektralsatz die Sprache der Orthonormalbasen natiirlich.
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Lemma 9.8.5 (Kommutieren und Matrixdarstellungen). Seien F,G : V — V Endomorphismen
eines endlich-dimensionalen Vektorraums, und sei B eine Basis von V. Setze

A= MB<—B(F) und D := MB<—B(G)

Dann gilt
FG=GF < AD=DA.

Beweis.  Die Matrix von FG beziiglich B ist AD. Die Matrix von GF beziiglich B ist DA. Da eine
Matrixdarstellung beziiglich einer festen Basis eindeutig ist, folgt die Behauptung. O

Korollar 9.8.6 (Matrixform normaler Endomorphismen). Sei F : V — V ein Endomorphismus
eines endlich-dimensionalen unitdren Vektorraums, und sei B eine Orthonormalbasis von V. Setze

A= MB<—B(F)

Dann gilt
Fistnormal < AHA = AAH

Beweis.  Nach Lemma 9.8.3 hat F* beziiglich B die Matrix A, Die Matrix von F*F beziiglich B
ist also AYA. Die Matrix von FF* beziiglich Bist AAY. Die Behauptung folgt also aus Lemma 9.8.5.
O

Lemma 9.8.7 (Konjugation erhalt Kommutativitit). Seien A, D € M,(C), und sei S € GL(n, C).
Gilt
AD = DA,

dann gilt auch
(S71AS)(STIDS) = (STIDS)(S7LAS).
Beweis.  Wir rechnen direkt:

(STLAS)(STIDS) = STIADS = STIDAS = (STIDS)(STLAS). O

Definition 9.8.8 (Unitire Aquivalenz). Zwei Matrizen A, D € M,(C) heiflen unitdr dquivalent,
wenn es eine unitare Matrix S € U(n) gibt mit

D = SHAS.

Da fiir unitire Matrizen S~' = $H gilt, ist dies die gewohnliche Basiswechselformel fiir Endomor-
phismen, aber eingeschréankt auf Orthonormalbasen.
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9.8.3 Eigenriume normaler Endomorphismen

Lemma 9.8.9 (Normgleichheit fiir normale Endomorphismen). Sei F : V — V normal. Dann gilt
furalleveV
IF@)I = IF* (I

Beweis.  Wir vergleichen die Quadrate der beiden Normen. Mit der Definition des adjungierten
Endomorphismus gilt
[FOI* = (F). F(v) = (v, FF()).

Da Fnormal ist, gilt F*F = FF*. Also
2 *
IFQI" = (v, FF*(v)).

Noch einmal mit der Definition des adjungierten Endomorphismus und (T*)* = T (Lemma 9.7.7)

erhalten wir
(v, FF*(v)) = (F*(v), F*(v)) = |[F*W)| .

Damit sind die Normen gleich. O
Lemma 9.8.10 (Eigenvektoren normaler Endomorphismen). Sei F : V — V normal, und seiv # 0

ein Eigenvektor von F zum Eigenwert A. Dann ist v auch ein Eigenvektor von F*, und zwar zum
Eigenwert A:

F*(v) = M.
Beweis.  Setze
G :=F-AId.
Dann gilt B
G*=F*—-11d.

AuBlerdem ist G normal. Denn beim Ausmultiplizieren von G*G und GG* unterscheiden sich nur
die Terme F*Fund FF*, und diese sind gleich, weil F normal ist.
Da vein Eigenvektor zum Eigenwert A ist, gilt

G(v) =0.
Nach dem vorherigen Lemma gilt fiir den normalen Endomorphismus G
IG*W)I = IGW)| = o.

Also ist G*(v) = 0. Damit folgt
(F* = A1d)(v) = 0,

also B
F*(v) = Av. O

Korollar 9.8.11 (Orthogonalitat verschiedener Eigenrdume). Sei F : V — V normal. Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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Beweis.  Seien u, v Eigenvektoren zu Eigenwerten A und y, wobei A # p gilt. Dann gilt
F(u)=Au und F(v)= pv.
Nach dem vorherigen Lemma gilt aufierdem
F*(v) = .
Damit rechnen wir
Mu,v) = (Au,v) = (Fw),v) = (u, F*(v)) = (u, i) = p(u, ).

Also gilt
(A= p)u,v)y = 0.
Da A # y, folgt (u,v) = 0. O

Lemma 9.8.12 (Orthogonales Komplement eines Eigenraums). Sei F : V — V normal, und sei A
ein Eigenwert von F. Setze
U :=Kern(F — A1d).

Dann ist U sowohl unter F als auch unter F* invariant.

Beweis.  Sei v € Ut. Wir zeigen zuerst, dass F(v) € U™ gilt. Sei dazu u € U. Dann ist u ein
Eigenvektor von Fzum Eigenwert A, oder u = 0. In beiden Féllen gilt nach dem vorherigen Lemma

F*(u) = Au.

Also
(F(v),u) = (v, F*(w)) = (v, i) = Mv,u) = 0.

Da dies fiir alle u € U gilt, liegt F(v) in U*.
Nun zeigen wir, dass auch F*(v) € U+ gilt. Sei wieder u € U. Dann gilt

(F*(v),u) = (v, F(w)) = (v, Au) = v, u) = 0.
Also liegt auch F*(v) in U*. O

Lemma 9.8.13 (Einschrankung auf das orthogonale Komplement). Sei F : V — V normal, sei A
ein Eigenwert von F, und sei

U :=Kern(F — A1d), O :=U*.

Dann ist die Einschrdnkung
Flp: 0->0

wieder normal beziiglich des eingeschrdankten Skalarprodukts.

Beweis.  Nach dem vorherigen Lemma sind O sowohl unter F als auch unter F* invariant. Damit
sind
Flo:O—>0 und Fp:0-0

Endomorphismen von O. Fiir x, y € O gilt
(Flo(x), y) = (F(x), y) = (. F*(y)) = (x, Flo(»))-
Also ist
(Flo)* = F'lo.
Fir x € O folgt daher
(Flo)* (Flo)(x) = F*F(x) = FF*(x) = (Flo)(Flo)*(x).

Also ist F|p normal. O
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9.8.4 Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Theorem 9.8.14 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen). SeiV ein endlich-dimensionaler
unitdrer Vektorraum, und sei F : V — V ein Endomorphismus. Dann sind dquivalent:

1. Fist normal.
2. V besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F.
Beweis.  Wir zeigen beide Richtungen.

ON-Eigenbasis impliziert Normalitit. Angenommen, V besitzt eine Orthonormalbasis B aus
Eigenvektoren von F. Dann ist die Matrix von F beziglich B diagonal, also von der Form

D = diag(Ay, ..., Ay).
Hier bezeichnet diag(4;, ..., 4,) wieder die Matrix D mit D;; = A; und D;; = 0 fiir i = j.
Nach Lemma 9.8.3 hat F* beziiglich derselben Basis die Matrix
DH = diag(Ay, ..., A,).
Diagonale Matrizen kommutieren miteinander. Also gilt
DHp = ppH.
Nach Korollar 9.8.6 ist F normal.

Normalitat impliziert ON-Eigenbasis. Wir beweisen die Aussage per Induktion tiber n :=
dim V. Fiir n = 0 gibt es nichts zu zeigen. Sei also n > 1, und sei F normal.

Da V ein komplexer endlich-dimensionaler Vektorraum ist, besitzt das charakteristische
Polynom von Fnach dem Fundamentalsatz der Algebra eine Nullstelle. Da wir iber dem
zugrunde liegenden Korper C arbeiten, ist diese Nullstelle nach dem Eigenwertkriterium
tatsachlich ein Eigenwert von F. Sei dieser Eigenwert A. Setze

U :=Kern(F — AId).
Dann ist U # {0}, und jeder Vektor in Uist ein Eigenvektor von F zum Eigenwert A.
Wir wahlen mit Gram-Schmidt eine Orthonormalbasis von U. Setze auflerdem
0 :=U"
Nach dem vorherigen Lemma ist F|p : O — O wieder normal. Da U # {0} gilt, ist

dimO < dimV.

Nach Induktionsannahme besitzt O eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von F|g.
Diese Vektoren sind zugleich Eigenvektoren von F.

Die Orthonormalbasis von U zusammen mit der Orthonormalbasis von O ist eine Orthonor-
malbasis von

V=UeU

Alle ihre Vektoren sind Eigenvektoren von F. Damit besitzt V eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von F.

O]
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Korollar 9.8.15 (Matrixform des normalen Spektralsatzes). Fiir A € M,(C) sind dquivalent:

1. A ist normal, das heift
APA = AAH,

2. A ist unitdr dquivalent zu einer Diagonalmatrix. Das heifst: Es gibt ein S € U(n) mit
SHAS
diagonal.
Beweis.  Wir betrachten den Endomorphismus
Ly:C'"—>C" v Ay,

beziiglich des Standardskalarprodukts. Nach der Matrixform normaler Endomorphismen ist L4
genau dann normal, wenn A”A = AAH gilt. Nach dem Spektralsatz besitzt L4 genau dann eine
Orthonormalbasis aus Eigenvektoren, wenn L 4 normal ist. Schreiben wir diese Orthonormalbasis
als Spalten einer Matrix S, dann ist S unitar. Der Basiswechsel in diese ONB liefert

ST1AS = stas.
Diese Matrix ist genau dann diagonal, wenn die gewéhlte ONB aus Eigenvektoren besteht.  []

Bemerkung 9.8.16 (Einordnung). Der selbstadjungierte Spektralsatz ist ein Spezialfall des
normalen Spektralsatzes. Ist F = F*, dann ist F normal, also gibt es eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Zusitzlich sind im selbstadjungierten Fall alle Eigenwerte reell.

Normale Endomorphismen sind also die richtige komplexe Klasse fiir unitare Diagonalisier-
barkeit. Selbstadjungierte Endomorphismen sind die normale Klasse mit reellen Eigenwerten.
Unitére Endomorphismen bilden eine weitere wichtige Unterklasse: Ihre Eigenwerte liegen auf
dem Einheitskreis.

Beispiel 9.8.17 (Eine nicht-normale Matrix). Die Matrix

0 1

ist nicht normal. Es ist

Dabher gilt

Also ist
AHA = AAH,

Die Matrix A ist also nicht normal. Sie ist das kleinste typische Beispiel: Sie schiebt den ersten
Basisvektor auf Null und den zweiten auf den ersten. Dieses einseitige Schieben passt nicht zu
einer orthonormalen Diagonalisierung.
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Bemerkung 9.8.18 (Wie normal ist ,normal“?). Der Begriff ,normal® klingt zunachst harmlos, ist
aber eine starke Bedingung. Wihlt man eine Matrix A € M,(C) zufillig aus einer kontinuierlichen
Verteilung, zum Beispiel indem man alle Real- und Imaginérteile der Eintrdge unabhingig und nach
der Gleichverteilung aus [0, 1] mit einer Dichte whlt, dann ist fiir n > 2 die Wahrscheinlichkeit

P (A ist normal) = 0.

Der Grund ist geometrisch: Normale Matrizen bilden nur eine diinne Teilmenge von M,(C).
Nach dem Spektralsatz sind normale Matrizen genau die unitir diagonalisierbaren Matrizen. Eine
solche Matrix wird also durch ihre Eigenwerte und eine orthonormale Eigenbasis beschrieben.
Das sind deutlich weniger Freiheitsgrade als bei einer beliebigen komplexen Matrix.

Genauer hat M,(C) reelle Dimension 2n?. Normale Matrizen mit paarweise verschiedenen
Eigenwerten haben reelle Dimension

2n+ (n?> —n) =n® +n.

Hierbei kommen 2n Freiheitsgrade von den Eigenwerten in C, und n? — n Freiheitsgrade von einer
unitédren Eigenbasis, wobei die Phasen der einzelnen Eigenvektoren die Matrix nicht &ndern. Fir
n> 2 gilt

n? +n < 2n?.

Normale Matrizen liegen also in einer Teilmenge kleinerer Dimension. Solche Teilmengen haben
beziiglich des tiblichen Volumenbegriffs Wahrscheinlichkeit Null.

Das heifit nicht, dass normale Matrizen selten im mathematischen Alltag sind. Im Gegenteil:
Hermitesche Matrizen, unitare Matrizen und Diagonalmatrizen sind alle normal. Aber innerhalb
aller Matrizen sind normale Matrizen nicht generisch. Eine beliebige Matrix ist also fast nie
normal, aber die wichtigsten strukturierten Matrizen sind es sehr oft.
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Anhang A

Noether, Mathematik und Geschichte

Die Mathematik und Physik trieb die politischen und gesellschaftlichen Umwélzungen im 19. und
20. Jahrhundert mit an und wurde von ihnen auch beeinflusst. Im Kaiserreich und der Weimarer
Republik war Gottingen eines der Hauptzentren der mathematischen Welt. Dort machte weder
der wissenschaftliche Fortschritt noch die Emanzipation der Frau halt. Aus dieser Zeit stammt
auch eine oft zitierte Anekdote tiber DaviD HILBERT. Als man ihn fragte, was er davon halte, dass
Frauen zur Habilitation zugelassen werden sollten, antwortete er sinngemaf3 ,Meine Herren, eine
Fakultdt ist doch kein Badehaus.” um die willkiirliche Diskriminierung deutlich zu machen.

Die gesellschaftlichen und wissenschaftlichen Entwicklungen jener Zeit wurden jedoch durch
den Terror der nationalsozialistischen Herrschaft jih unterbrochen. Durch die Verfolgung! ,
Vertreibung? und Vernichtung® insbesondere jiidischer Wissenschaftlerinnen und Wissenschaftler
verlor die deutsche Mathematik innerhalb weniger Jahre einen erheblichen Teil ihrer Substanz.
Die mathematische Gemeinschaft war aber nicht ausschliellich Opfer sondern umfasste auch
Titer.*

Diese Zasur wirkte weit iiber ihre Zeit hinaus und veranderte die internationale Wissenschafts-
landschaft nachhaltig. Auch die moderne Mathematik und Physik selbst waren ideologischen
Angriffen ausgesetzt, da die theoretischen Umwilzungen politisch diffamiert und abgelehnt

wurden.’

! Zu nennen sind hier viele Namen, darunter EDMUND LANDAU:

Er war eine der Grofien der analytischen Zahlentheorie. 1933 wurde er Opfer eines (von dem Mathematiker Oswald
Teichmiiller angefithrten) Boykotts. 1934 wurde er aufgrund antisemitscher Gesetze in den vorzeitigen Ruhestand
versetzt. Sowohl der Name Landau (z.B. in der sogenannten Landau-Notation oder auch Grof3-O-Notation) als auch
der Name Teichmiiller (in der sogenannten Teichmiiller-Theorie) werden einer Physikerin im Laufe ihres Studiums mit
hoher Wahrscheinlichkeit begegnen. Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Edmund_Landau.

2Auch hier sind viele Namen zu nennen, ich greife HILDA GEIRINGER heraus. Sie studierte Mathematik und
wurde 1928 die erste deutsche Privatdozentin fiir angewandte Mathematik. 1933 wurde sie als Jiidin entlassen und
ging zunéchst nach Istanbul, dann in die USA. Dort forschte sie bis zu ihrem Tod 1973 erfolgreich in Statistik und
Elastizitatstheorie. Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Hilda Geiringer.

*Hier greife ich aus den vielen Namen FeLix HAUSDORFF heraus. Er war Mitbegriinder des Forschungsfeldes der
allgemeinen Topologie, welches sowohl die Mathematik als auch die Physik revolutionierte. Unter dem Pseudonym
PAUL MONGRE verfasste er auch literatische und philosophische Werke. Er versuchte vergeblich zu emigrieren und
wurde 1942 von den Nazis in den Suizid getrieben. Er fand keinen anderen Ausweg, um der unmittelbar bevorstehenden
Deportation in ein KZ zu entgehen. Siehe https://de.wikipedia.org/wiki/Felix_Hausdorff.

*Hier sind unter anderem der bereits genannte Oswald Teichmiiller (bereits 1931 Mitglied in NSDAP und SA)
als auch Ludwig Bieberbach zu nennen. Bieberbach engagierte sich insbesondere in der ideologisch und rassistisch
begriindeten Gegeniiberstellung der sogenannten ,Deutschen Mathematik® (siehe https://de.wikipedia.org/wiki/
Deutsche Mathematik) und sogenannter ,jiidischer Mathematik“. Im Rahmen dieser Gegeniiberstellung wertete er
grofle Teile des mathematischen Fortschritts (insbesondere in abstrakten Gebieten) als vermeintliches Zeichen von
Schwiche und Degeneration ab.

SSiehe https://de.wikipedia.org/wiki/Deutsche Physik und https://de.wikipedia.org/wiki/Deutsche
Mathematik.
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Dies unterbrach, erschwerte und bremste den Fortschritt, konnte ihn aber nicht aufhalten. Ein
bis heute spiirbarer Effekt ist die Verschiebung der Zentren der mathematischen Entwicklung in
die USA, Grofibritannien und die ehemalige Sowjetunion.

Eine besonders eindrucksvolle Verbindung zwischen den physikalischen Revolutionen — sowohl
der Quantenmechanik als auch der allgemeinen Relativititstheorie — und der mathematischen
Revolution der abstrakten Algebra findet sich in der Mathematikerin EMmy NOETHER (1882 bis
1935).

Noether trug nicht nur wesentlich zur Entstehung und Entwicklung der abstrakten Algebra
bei, sondern bewies mit dem Noether-Theorem® ein tiefes Resultat der theoretischen Physik, das
die fundamentale Verbindung zwischen Symmetrien und Erhaltungsgrofien offenlegt.

In der Hoffnung, dass die Biographie dieser bemerkenswerten Wissenschaftlerin - die trotz
struktureller Hindernisse und unter schwierigen historischen Umstdnden Auflergewdhnliches
geleistet hat - als Inspiration dienen kann, sei hier auf einige Aspekte ihres Lebens hingewiesen.’

Im Kontext der Entwicklung der allgemeinen Relativitatstheorie wandten sich Davip Hir-
BERT und FELIX KLEIN mit einem strukturellen Problem an EMMy NOETHER: Die damals neu
formulierten physikalischen Gleichungen schienen mit den klassischen Erhaltungssétzen (insbe-
sondere der Energieerhaltung) in Spannung zu stehen. Noether erkannte, dass dieses Problem
kein physikalischer Widerspruch, sondern Ausdruck einer tieferen mathematischen Struktur
war. Ihre Antwort bestand in einem heute als Noether-Theorem bekannten allgemeinen Prinzip:
Jede kontinuierliche Symmetrie eines physikalischen Systems fiihrt zu einer Erhaltungsgrofle
und umgekehrt. Da die allgemeine Relativitatstheorie nicht die gleichen globalen Symmetrien
besitzt wie etwa die Newtonsche Mechanik, nehmen die klassischen Erhaltungssitze dort eine
verallgemeinerte Form an. Damit wurde nicht nur das konkrete Problem geklart, sondern ein
grundlegender Zusammenhang zwischen Symmetrie und Physik freigelegt.

Trotz ihrer Leistungen erhielt sie nie eine ordentliche Professur. Auch die Fiirworte von damals
etablierten und geschétzten Grof3en wie dem bereits genannten Hilbert konnten das nicht dndern.
Noether 6ffnete aber die Tiir fiir Frauen die ihr spater folgen sollten: 1922 wurde ihr der Titel ,nicht
beamteter aulerordentlicher Professor® verliehen. Damit war sie die erste Frau in Deutschland,
die Giberhaupt einen Professorentitel trug. Bezahlt wurde sie fiir ihre Professur nicht. Auch ihre
Lehrauftrage wurden nur sehr gering bezahlt.

Als Judin wurde sie wiahrend der nationalsozialistischen Herrschaft verfolgt und ihrer akade-
mischen Position beraubt.

Sie galt als unprétentios, warmherzig und zutiefst dem gemeinsamen Denken verpflichtet.
Mathematik erschien bei ihr weniger als individuelles Prestigeprojekt, sondern als kollektives
Unternehmen, das vom offenen Austausch lebt. Auch unter zunehmend schwierigen politischen
Bedingungen blieb sie diesem Ideal treu. Nach ihrer Entlassung aus dem Universitatsdienst hielt
sie weiterhin Vorlesungen in kleinerem Rahmen und unterstiitzte Studierende, die den Zugang zur
akademischen Lehre verloren hatten. Diese Form der gelebten wissenschaftlichen Gemeinschaft
zeugt von einem tiefen humanistischen Verstandnis von Bildung und Wissenschaft. Sie emigrierte
schlieB3lich in die USA wo sie ihre Lehre und Forschung fortsetzte.

®https://de.wikipedia.org/wiki/Noether-Theorem
"Mehr findet man beispielsweise auf Wikipedia: https://de.wikipedia.org/wiki/Emmy Noether
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Anhang B

Kommutativitat und Assoziativitat

In algebraischen Strukturen definieren wir meistens nur sehr lokale Regeln. Das hat einen guten
Grund. Eine Regel soll einfach iiberpriifbar sein. Es wire zum Beispiel kaum praktikabel, in der
Definition einer Verkniipfung zu verlangen, dass alle moglichen Klammerungen von fiinf, zehn
oder hundert Faktoren denselben Wert liefern. Ebenso wire es unhandlich, in der Definition von
Kommutativitat direkt alle moglichen Umordnungen beliebig langer Produkte aufzunehmen.

Stattdessen macht man etwas Eleganteres. Man formuliert eine kleine lokale Regel, die leicht
zu iiberpriifen ist. Danach beweist man einen Satz, der zeigt, dass aus dieser lokalen Regel die
gewiinschte globale Freiheit folgt. Genau dieser Ubergang wird in Rechnungen oft verschluckt,
weil er intuitiv plausibel wirkt. Mathematisch steckt darin aber eine kleine, sehr schéne Struktur-
geschichte.

Fiir die Assoziativitat ist die lokale Regel

(axb)xc=a=(b*c).

Diese Regel betrifft nur drei benachbarte Blocke. Daraus folgt nicht unmittelbar, dass man bei

beliebig vielen Faktoren jede Klammerung weglassen darf. Dafiir ist ein weiteres Argument nétig.

Die entsprechende Aussage ist ein eigener Satz, der oft allgemeines Assoziativgesetz genannt wird.
Fir die Kommutativitat ist die lokale Regel

axb=">b=xa.

Auch diese Regel betrifft zunachst nur zwei Faktoren. In einem langen Produkt ist damit zunéchst
nur klar, dass zwei benachbarte Faktoren vertauscht werden diirfen, sobald die Klammerungsfrage
geklart ist. Dass daraus jede beliebige Umordnung folgt, ist ebenfalls ein eigener kombinatorischer
Satz.

Die beiden Situationen sind also parallel:

lokale Regel ‘ erlaubter lokaler Schritt ‘ globaler Satz
Assoziativitat drei Blocke umklammern jede Klammerung hat gleichen Wert
Kommutativitit | zwei benachbarte Faktoren tauschen | jede Umordnung hat gleichen Wert

Wir behandeln zuerst die Kommutativitat, weil der zugrunde liegende kombinatorische Mecha-
nismus sehr anschaulich ist. Danach kehren wir zur Assoziativitat zuriick. Dort sind die Objekte
nicht mehr blof} Listen, sondern kompliziertere Objekte: sogenannte Klammerungsbidume.

B.1 Benachbarte Vertauschungen

Wir betrachten zunéchst nur Listen. Fiir ein n > 1 sei eine Liste im Folgenden eine Folge

L= (x1,%9,..., %),
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in der jede Zahl aus {1, ..., n} genau einmal vorkommt. Dabei interpretieren wir x; = k als ,An der
i-ten Stelle steht nun das was an der urspriinglich k-ten Stelle stand®.

Die Frage ob aus dem lokalen Kommutativitatsgesetz die globale Freiheit die Reihenfolge
beliebig zu wihlen folgt kdnnen wir nun auch anders stellen:

+ konnen wir beliebige Sortierungen durch das Vertauschen benachbarter Eintrage erhalten?

+ Oder noch praziser: Kann man jede solche Liste aus der sortierten Liste
(1,2,...,n)
durch Vertauschungen benachbarter Eintrage herstellen?

Diese zur Frage stehende Aussage ist etwas starker als die Tatsache, dass jede Permutation ein
Produkt von Transpositionen ist. Eine Transposition darf zwei beliebige Stellen vertauschen. Hier
erlauben wir zunichst nur die benachbarten Vertauschungen

(1 2),(2 3),..,(n-1 n).

Wichtig ist dabei: ,benachbart” bezieht sich auf die Positionen in der jeweils aktuellen Liste, nicht
auf die Zahlenwerte der Eintrage. Wenn also gerade die Liste

(33 1’ 4’ 2)

vorliegt, dann diirfen wir zum Beispiel die benachbarten Eintrage 3 und 1 vertauschen, oder die
benachbarten Eintrdge 4 und 2. Nicht gemeint ist, dass nur Zahlenwerte wie 1 und 2 oder 2 und 3
vertauscht werden diirften.

Der folgende Satz sagt, dass selbst diese wenigen Vertauschungen ausreichen.

Theorem B.1.1 (Benachbarte Vertauschungen gentigen). Jede Liste, in der jede Zahl aus {1, ... ,n}
genau einmal vorkommt, kann durch endlich viele Vertauschungen benachbarter Eintrdge in die
sortierte Liste

(1,2,...,n)

gebracht werden. Umgekehrt kann jede solche Liste aus der sortierten Liste durch endlich viele
Vertauschungen benachbarter Eintrdge hergestellt werden.

Beweis.  Wir verwenden die Idee von BubbleSort.
Ist n = 1, so ist nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Wir durchlaufen die Liste von links nach rechts.
Dabei betrachten wir nacheinander die benachbarten Paare

(x1>x2)5 s (xn—2>xn—1)s (xn—1>xn)-

Immer wenn das linke Element gro8er ist als das rechte, vertauschen wir diese beiden benachbarten
Eintrage.

Wir behaupten: Nach diesem Durchlauf steht der Eintrag mit dem Wert n an der letzten Stelle.
Denn solange die n nicht ganz rechts steht, liegt rechts neben ihr ein kleinerer Eintrag. Wenn
dieses Paar im Durchlauf erreicht wird, wird die n um eine Stelle nach rechts vertauscht. Da der
Durchlauf von links nach rechts geht, kann die n dadurch Schritt fiir Schritt bis an das Ende
wandern. Am Ende steht also die n ganz rechts.

Nun betrachten wir die restliche Teilliste links von der n. Sie enthélt genau die Zahlen
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Wenden wir denselben Vorgang auf diese Teilliste an, so wandert die n — 1 an die zweitletzte Stelle.
Danach wenden wir denselben Vorgang auf die verbleibende Teilliste an, und so weiter. Nach
endlich vielen Schritten erhalten wir die sortierte Liste

(1,2,...,n).

Fir die umgekehrte Richtung beachten wir: Jede benachbarte Vertauschung ist ihre eigene
Umkehrung. Wenn also eine Folge benachbarter Vertauschungen eine Liste L in die sortierte Liste
bringt, dann bringt dieselbe Folge riickwirts gelesen die sortierte Liste wieder in L. O

Bemerkung B.1.2. Dieser Beweis ist ein Terminierungsbeweis in verkleideter Form. Nach jedem
vollstandigen Durchlauf ist mindestens ein weiterer Endteil der Liste endgiltig sortiert. Das
Problem wird also immer kleiner.

Bemerkung B.1.3 (Permutationen und Listen). An dieser Stelle ist es wichtig, zwei verschiedene
Ebenen sauber zu unterscheiden.
Eine Permutation
ocESs,

ist zunidchst keine Liste, sondern eine Bijektion
o:{1,..,n} > {1,...,n}.
Sie beschreibt also eine Umordnung der Positionen
1,...,n.
Eine Liste dagegen ist ein Tupel
L=(x1,.., %,).

Die symmetrische Gruppe S, wirkt auf solchen Listen, indem die Positionen umgeordnet werden.

Genauer: Eine Permutation o € S, wirkt auf einer Liste

(x1s -5 %)

durch

(xl, cees xn) = (xo.—l(l), cees ngl(n)).

Die neue Liste entsteht also dadurch, dass die Eintrdge an den Positionen gemiafl 0 umgeordnet
werden.

Das Inverse ! erscheint hier aus technischen Griinden. Es sorgt dafiir, dass die Hintereinan-
derausfithrung von Permutationen mit der Hintereinanderausfithrung ihrer Wirkungen auf Listen
iibereinstimmt. Ohne das Inverse wiirden sich die Reihenfolgen der Kompositionen vertauschen.

Die Transposition

(2

vertauscht deshalb nicht die Zahlenwerte 1 und 2, sondern die Eintrage an den Positionen 1 und
2. So wird zum Beispiel
(7,42,99)

zu
(42,7,99).

Wichtig ist dabei: Die Transposition
(i i+1)
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tauscht immer die aktuell benachbarten Positionen i und i + 1. Wir miissen also nicht verfolgen,
wohin ein bestimmter Eintrag im Laufe vieler Vertauschungen gewandert ist. Die Operation
bezieht sich immer nur auf die momentanen Positionen in der aktuellen Liste.

Die benachbarten Transpositionen

(1 2),(2 3),...,(n—1 n)

erzeugen die ganze symmetrische Gruppe S,. Unsere eigentliche Behauptung lautet also: Jede
Permutation kann als Hintereinanderausfithrung benachbarter Transpositionen geschrieben
werden.

Dadurch folgt, dass jede Umordnung einer Liste durch endlich viele Vertauschungen benach-
barter Positionen erreicht werden kann. Dies ist die algebraische Struktur hinter Verfahren wie
BubbleSort.

Man sagt: ,Die Wirkung von S, auf den Listen ist transitiv. Damit ist gemeint, dass man
jede Liste aus jeder anderen durch geeignete Permutationen erreichen kann. Da die benach-
barten Transpositionen bereits ganz S, erzeugen, geniigen dafiir schon diese einfachen lokalen
Vertauschungen.

Korollar B.1.4. Jede Liste die genau aus den Zahlen {1, ..., n} ohne Wiederholungen besteht, entsteht
aus der Ausgangsreihenfolge
(1,2,...,n)

durch endlich viele Vertauschungen benachbarter Eintrdge.
In anderen Worten: fiir jede Permutation o € S, entsteht die Liste (6(1), ...,0(n)) aus der nicht-
permutierten Liste

(1,2,...,n)

durch endlich viele Vertauschungen benachbarter Eintrdge.

Beweis.  Die Behauptung ist die zweite Aussage von Theorem B.1.1. O

Bemerkung B.1.5 (Gruppentheoretische Sprache). In der Sprache der symmetrischen Gruppe
sagt das Korollar: Die Gruppe S, wird von den benachbarten Transpositionen

s=( i+1), 1<i<n,

erzeugt. Hierbei sollte man s; als Vertauschung der beiden benachbarten Positionen i und i+1 lesen.
Nach einigen Vertauschungen kénnen an diesen Positionen natiirlich ganz andere Zahlenwerte
stehen.

Hier sieht man einen ersten Zusammenhang zwischen elementarer Algebra und Kombinatorik.
Die lokale Operation ist das Vertauschen zweier benachbarter Positionen in der jeweils aktuellen
Liste. Die globale Aussage ist, dass daraus alle Permutationen entstehen.

B.2 Anwendung auf kommutative Produkte

Nun tibertragen wir den kombinatorischen Satz zuriick auf Produkte. Dafiir nehmen wir vorldufig
an, dass die Klammerungsfrage bereits durch das allgemeine Assoziativgesetz geklart ist. Dieses
Gesetz beweisen wir im nachsten Abschnitt.

Theorem B.2.1 (Reihenfolge in endlichen kommutativen Produkten). Sei M eine Menge mit einer
assoziativen und kommutativen Verkniipfung *. Sein > 1. Seien ay, ..., a, € M und sei &= € S,,. Dann
gilt

ap *ag *...*a, = (1) * a,r(2) E a”(n).
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Beweis.  Nach dem allgemeinen Assoziativgesetz diirfen wir die Klammerung weglassen. Wegen
der Kommutativitat dirfen wir zwei benachbarte Faktoren vertauschen, ohne den Wert des
Produkts zu verandern. Genauer: In einem Produkt

ap *...*q*qip1 *...%0ay,

diirfen wir durch geeignete Klammerung die beiden benachbarten Faktoren g; und g;, ; vertauschen.
Genauer gesagt diirfen wir die folgende kombinierte Umformung machen.

A *...%a;*0j 1 *...%0ay

Assoziativitit  =aq % ... % (@ * @j11) * ... * a,
Kommutativitit =a; * ... * (@11 * @) * ... * a,
Assoziativitdit =a; * ... * g * g * ... % ay.

Damit erhalten wir
A * ... %G *qjp1*...%0dy =041 * ... %Aj 1 *qj * ... %Ay,
Nach dem vorherigen Korollar entsteht die Reihenfolge

(1), 7(2), ..., 7(n)

aus der Reihenfolge
1,2,....n

durch endlich viele Vertauschungen benachbarter Eintrage. Jede einzelne dieser Vertauschungen
andert den Wert des Produkts nicht. Also dndert auch die ganze Umordnung den Wert des Produkts
nicht. O

Bemerkung B.2.2. Die Aussage ,In kommutativen Strukturen ist die Reihenfolge egal® ist also
kein zusétzliches Axiom fiir beliebig lange Produkte. Sie ist ein Satz. Sie folgt aus drei Bausteinen:

1. dem allgemeinen Assoziativgesetz, das das Weglassen von Klammern rechtfertigt;
2. der binaren Kommutativitat, die das Vertauschen zweier benachbarter Faktoren erlaubt;

3. dem kombinatorischen Satz, dass benachbarte Vertauschungen jede beliebige Umordnung
erzeugen.

B.3 Das allgemeine Assoziativgesetz
Wir kommen nun zur Klammerungsfrage zuriick. Die lokale Regel der Assoziativitit lautet nur

(axb)xc=a=(b*c).

Sie erlaubt also eine lokale Umklammerung von drei benachbarten Blocken. Die globale Aussage,
die wir im Alltag standig verwenden, ist stirker: Alle vollstindigen Klammerungen eines endlichen
Ausdrucks sollen denselben Wert liefern.

Um diese Aussage prizise zu beweisen, wiahlen wir eine Normalform. Fiir ay, ..., a, € M sei die
linksassoziative Normalform rekursiv definiert durch

Li(a)) =
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und

Lpy1(ag, s py1) = Lp(ay, ..., ay) * apy 1.
Also ist zum Beispiel

Ly(ay, az,a3,a4) = (((a; * az) * a3) * ay).

Die Idee des Beweises ist: Wir vergleichen nicht jede Klammerung direkt mit jeder anderen.
Stattdessen zeigen wir, dass jede vollstindige Klammerung denselben Wert wie die linksassoziative
Normalform hat. Dann sind automatisch je zwei vollstandige Klammerungen gleich, weil beide
gleich derselben Normalform sind.

Dieses Normalformargument ist derselbe Denktyp wie oben bei den benachbarten Vertauschun-
gen. Dort wurde jede Liste durch erlaubte lokale Schritte in die sortierte Liste gebracht. Hier
wird jede Klammerung durch erlaubte lokale Umklammerungen in eine feste Klammerungsform
gebracht. Die lokalen Schritte sind wieder invertierbar: Die Regel

(A*B)*C=A%(B=*C)

kann in beide Richtungen verwendet werden. Nur operiert sie diesmal nicht auf der Reihenfolge
der Blatter, sondern auf der Form der Klammerung,.

Lemma B.3.1. Sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung . Fiir allek,m > 1 und alle
Apyeees Qpeym € M gilt

Lilay, ..., a) * Lyp(aii1s o> Ghesm) = Licem(@s .. s Ghem)-

Beweis.  Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber m. Fiir m = 1 ist die Aussage gerade
die Definition der linksassoziativen Normalform:

Li(ay, ..., a) * agy1 = Lgy1(ay, ..., Ggir)-
Sei nun m > 1, und die Aussage sei fiir m bekannt. Dann gilt

Li(ay, . ak) * Ly 1 (ks 1, oo Oeymr 1)
= Li(ay, ..., a) * (Lm(ak+l’ coes Q) * ak+m+1)
= (Lk(al, oo @) * Li(@iqs oo s ak+m)) * Of+m+1
= Liym(a1s -, Gym) * Qpyme

= Liym+1(ass -, Gme)-

Dabei haben wir im zweiten Schritt die Assoziativitat riickwarts verwendet. O

Theorem B.3.2 (Allgemeines Assoziativgesetz). Sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniip-
fung x. Dann haben alle vollstandigen Klammerungen eines Ausdrucks

ap * ag * ... % a,
denselben Wert. Insbesondere ist die Schreibweise
a| *ag *...*%ay

ohne Klammern wohldefiniert.
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Beweis.  Wir zeigen durch Induktion iiber n, dass jede vollstandige Klammerung von ay, ..., a,
den Wert

Ly(ay,...,a,)

hat. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen.
Sei nun n > 2, und die Aussage sei fiir kiirzere Listen bekannt. Jede vollstandige Klammerung
von
a, ..., ay

hat aulen die Form
PxQ,
wobei P eine vollstindige Klammerung der ersten k Eintréige
ai, ...,

und Q eine vollstindige Klammerung der restlichen n — k Eintrage

ak+1, aee ,an

ist. Hierbei gilt 1 < k < n.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

P=Lay,...,a)

und
Q= Ly—(apes1, .- » an)-
Mit dem vorherigen Lemma folgt daher
P« Q= Lay,...,a;) * Ly_j (a1, ..., ay) = Ly(ay, ..., a,).

Also ist jede vollstandige Klammerung gleich der linksassoziativen Normalform. Damit sind je
zwei vollstdndige Klammerungen gleich. O

B.4 Klammerungen als Biume

Es gibt eine strukturelle Sicht, die die Parallele zur Kommutativitat besonders gut sichtbar macht.
Eine vollstdndige Klammerung kann man als bindren Baum auffassen. Die Blatter sind die Faktoren.
Jeder innere Knoten steht fiir eine Anwendung der Verkniipfung ».
Zum Beispiel entspricht
(axb)*c

einem Baum, bei dem zuerst a und b verkniipft werden, und danach das Ergebnis mit ¢ verkniipft
wird. Der Ausdruck
ax(=*c)

entspricht einem anderen Baum. Die Assoziativititsregel sagt genau, dass die folgende lokale
Baumrotation den Wert nicht andert:

N A
/\ /\
A B B C

(A+*B)*C Ax(BxC)
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Wir konnen die Blatter auch alle auf die selbe Hohe zeichnen und erhalten dann

*/ \*
/ N\ / N\
A B B C
(A*B)*C Ax(BxC)

Wir konnen auch grofiere Klammerungen so darstellen:

*

\*
/\
D E
((A*B)*«(Cx(D*E))*F

Das allgemeine Assoziativgesetz sagt dann: Alle bindren Baume mit denselben Bléttern in
derselben Reihenfolge liefern denselben Wert. Man kann also jede Klammerung durch lokale
Baumrotationen in die linksassoziative Normalform bringen.

Situation ‘ Objekte ‘ lokale Erzeug
Damit entsteht die prazise Analogie: Kommutativitit Listen der Blatter benachbarte Vertaus
Assoziativitdt | bindre Klammerungsbaume Baumrotation

Bei der Kommutativitat betrachten wir also, wie die symmetrische Gruppe die Blatter umsortiert.
Der Satz iiber benachbarte Vertauschungen sagt, dass diese Gruppe bereits durch sehr einfache
lokale Vertauschungen erzeugt wird.

Bei der Assoziativitat bleiben die Blatter in derselben Reihenfolge. Dafiir &ndern wir die Gestalt
des Klammerungsbaums. Das allgemeine Assoziativgesetz sagt, dass alle diese Gestalten durch
lokale Rotationen miteinander verbunden sind, und dass jede solche Rotation den Wert des
Ausdrucks unverandert lasst.

Bemerkung B.4.1. Die Alltagssitze ,Klammern sind egal® und ,die Reihenfolge ist egal® sind
also keine bloflen Konventionen. Sie sind globale Folgerungen aus lokalen Regeln.

lokale Regel ‘ globale Konsequenz
In kurzer Form: (a*b)*c=a~* (bxc) | alle endlichen Klammerungen sind gleich
axb=>bxa alle endlichen Umordnungen sind gleich

Die lokalen Regeln sind die Definitionen. Die globalen Freiheiten sind Sétze.
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